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nv 


YOSHIO  MiKAMI 
iu  Tokio 


It  is  a  reinarkable  historical  faot  that  a  naturalised  Portiiguese 
had  coniposcd  a  manuscript  on  astroiioinical  subject  in  Japan 
at  lhe  middie  of  lhe  17 th  century.  He  is  knowu  as  Sawano 
Cluian,  a  Japaiiese  naine  which  he  adopted  accoidii)g-  lo  lhe 
order  of  the  Shogun.  His  real  naiue  remains  undiscovered. 
But  forlunately  enoiígli  his  work,  Keiúon  Bemelm,  has  beea 
handed  down  lo  us,  and  \ve  .lapanese  are  ever  grarefui  when 
we  reflecl  on  lhe  influences  he  has  given  lo  our  anceslors.  As 
lo  ils  contenls  I  will  nol  repeal  my  acconnls  here,  for  I  have 
reeenlly  menlioned  soniething  of  theni  in  lhe  JSlieuw  Avchief 
voor  Wishmde.  Bui  il  will  nol  be  devoid  of  interesl,  we  believe, 
for  our  Portnguese  friends  to  learn  more  of  such  a  remaikable 
personage,  and  so  I  have  dared  lo  give  the  following  accounls. 

Firsl  lo  briefly  nienlion  of  Sa\van()'s  career,  he  was  in  his 
earlier  life  a  Christian  niissionary,  bui  as  lhe  Tokugawa  Shogu- 
nale  prohibiled  the  belief  in  Christianity  and  perseculed  lhe 
teachers  of  the  religion  he  only  escaped  arrest  by  foresaking 
his  failh  and  rendering  service  lo  lhe  aulhorilies.  In  this  wav 
time  wenl  on,  when  it  happened  a  number  of  foreign  missionaries 
were  drifted  on  board  a  boal  lo  lhe  weslern  coast  of  Japan,  and 
one  of  ihem  presented  the  governor  of  Nagasaki  wiili  an  astro- 
nómica! trealise.  This  was  lhe  original  which  Sawano  translaled 
in  1650,  his  manuscript  being,  ihough  given  in  Japanese,  re- 
corded  by  means  of  Boman  characters.  Some  years  afterwards 
(1659)  (*j    the  interpreter   Nishi  Kichibei    and    lhe    philosopher 


_  (')_  This  date  is  somewhat  doiiljtfiil,  for  l\rukai's  preface  is  dated  I\reireki 
Kigai,  but  the  Meireki  Eia  (16;j5-1G58)  does  not  inelude  tlie  year  Kigai  in 
the  sexagesiinal  cycle,  which  falis  on  the  second  year  (1659)' of  the  Manji 
Era,  that  succeeded. 


aiul  phvsioiaii  Mukai  Gensliõ  mnde  a  version  of  it  rewritten  in 
Japanese  IcUíms  wilh  some  annolalions.  The  Kenhon  Benselsu 
Avas  the  litle  of  lliis  version,  Sawanos  original  having  been  given 
without  title. 

llie  abovc  is  a  general  oiilline  of  SaAvano's  life  as  givcn  by 
Mukai  Genshõ  in  liis  preface  of  tlie  Kenhon  Benselsu.  But  Hosoi 
Kolaku's  So/iuiyõ  Hisho  of  1727  gives  some  leUers  concerning; 
lhe  sanie  subject  addressed  by  iwo  Nagasaki  scholars,  Mukai 
Gensei  and  Ro  Sõselsu  (*),  lo  a  certain  Walanabe  Gunzõ,  who 
in  172G  accoinpanied  lhe  g-oveiiior  of  Nagasaki,  Kusakabe 
Tainba-no-Kanii,  to  that  port,  ulicre  he  niade  acfjuainlances 
Avilh  ihese  scholars.  íl  is  inleiesling-  ihat  fhis  Mukai  Avas  a 
son  of  lhe  annolator  of  Savvano's  Avork.  On  his  reluin  lo  Yedo 
(the  prcsenl  Tokyo)  Walanabe  showed  ihese  letleis  lo  Miwa 
Kiken,  and  it  was  froni  lhe  laller  ihal  Hosoi  was  pcrniilled  lo 
copy  iheni  (^). 

The  first  of  these  leilers  is  Ro  Sõsetsu's  dated  lhe  25th  dav 
of  lhe  7lh  nionlh  of  1726.  The  aulhor,  Hosoi  adds  in  a  noie, 
was  called  some  years  previously  Aviíh  INakanishi  Joken  by  lhe 
Shogun  Yoshimune  to  his  eapilal  for  infoinialion  on  lhe  aslro- 
nomical  subject  (•').  The  lellei"  says  lliat  lhe  aslronomv  of  I\a- 
gasaki  was  begun  by  Kobayashi  Yoshinobu,  who  laught  nu- 
merous  pupils,  and  lliat  the  author  s  falher  and  grand  falher 
were  K()bayashi's  friends.  The  leller  goes  furlher  slating  ihat 
the  nialhemalical  sciences  were  first  inlroduced  inlo  .lapan   by 


(')  Ro  Sõsetsu  was  a  descendant  of  a  naturalised  Chinese  who  had  scttlcd 
at  Nagasaki  as  an  interpreter.  His  father  was  a  physician,  and  loavned  as- 
tronomy  from  Kobayashi.  While  youiig  he  lost  his  parents,  his  father  dying 
in  1G88;  he  was  caied  for  by  his  grand-mother.  As  a  boy  he  suífered  of 
weak  constitution  and  livcd  in  narrow  circunistances,  but  dcspite  ali  that 
he  was  very  fond  of  learning  and  received  iustruction  in  astronoiny  from 
tíeki  Shõzaburu  or  Sozaburo  who  is  sáid  to  have  learned  Europoan  astro- 
nomy  from  a  certain  scholar  who  had  vibited  Macao,  and  who  was  a  friend 
of  Kobayashi,  being  deoplj^  versod  in  the  scionce,  though  he  did  not  con- 
sult  with  books.  In  171<)  lio  was  ap{)0Ínted  librarian  or  book-inspector  by 
the  governor  of  Nagasaki,  and  enjoycd  high  respect  in  the  governor's 
Office.  He  dicd  in  1728  or  17211.  The  Nagasalà  Semmin-Den  or  literally 
«Eniinent  men  of  Nagasaki»  was  written  according  to  his  plan  by  his  son 
Ro  Ki.  This  is  a  work  contaiuing  valiiable  sources  of  informatiou  for  the 
history  of  astronomy  and  other  subjccts. 

(2)  The  writcr  thanks  Dr.  K.  Kano  for  his  kind  permission  to  consult 
this  precious  inanuscript  in  his  library  for  the  composition  of  the  present 
article. 

(•')  Ro's  call  to  the  Shoguríate  took  place  in  the  spriug  of  1719,  and  he 
was  allowed  in  a  short  time  to  retunr  to  Nagasaki. 


Eiiropean  navigalors  (').  Thoiigh  Kobayaslii  had  wrilten  vcry 
inuch,  llieie  wcrc  iione  of  liis  wiitiiigs  lo  wliicli  he  gave  any 
tiile  (2). 

After  tlius  staling  of  Kobayaslii  lhe  anlhor  now  gives  ati 
account  of  Sawano  Chuan's  work.  It  luns  soniething  as  follows: 

«There  is  iti  Nasfasaki  an  aslnHiomical  work  enlitled  Kana 
Temmon-ího  ihat  coiisists  of  iwo  books,  whicli  ali  llie  sliuienls 
in  aslronoiny  siucly  in  li'ansei-iplions.  Il  is  aiso  called  Sangoku 
Unki  Tsuyo-sho,  and  is  considerably  well  wriuen.  It  was  coni- 
posed  of  old  bv  lhe  Naiuban(3)  inspector  Sawano  Cliuan  accor- 
ding  lo  tlie  order  oi-  application  of  liie  [Shognnalc]  physician 
Asano  Chõhó,  wlio  liad  come  IVoni  Yedo  [to  Nagasaki].  Tliougb 
Sawano  was  able  to  read  .lapanese  ietters,  lie  could  not  write 
in  the  langnao^e  freely,  so  ibat  lhe  bonze  Shõgin,  abbot  of  lhe 
Buddhist  teniple  Kõgenji,  assisled  in  renderiíig  bis  work  inlo 
Japanese  characters.  Consequently  it  was  known  as  lhe  Kõgeiíji 
Temmon-shu  (*).  Shõgin"s  hand-wrilten  copy  is  cerlainly  pos- 
sessed  by  Yoshimura  Goyemon  (5),  for  thc  lali*:>rs  grand-fadier 
was  a  relainer  of  Suyelsugu  Heizõ  who  received  onc,  which  he 
(Yoshimura)  now  keeps.  Furlher  there  is  anolher  four  book 
work,  which  consisls  of  annolalions  ol  this  Iwt)  book  work-,  it 
is  enlitled  Kenhon  Bensetsu  arid  was  written  by  IMukai  (jensei's 
father  Genshõ,  who  subsequently  went  lo  Kyoto  where  he 
earned  a  great  name  as  physician,  bnt  it  nuist  be  owned  bis 
astronomical  annolalions  are  nt)t  free  from  some  uncleai-ness  . .  . 

«Sawano  Chíían  had  no  pupil  in  astronomy  at  ali;  in  surgery 
he  taught  nianv  disciples.  Yoshida  Kentei,  lhe  first  of  the 
Yoshida  house,  was  one  of  these  disciples,  and  ihough  there 
were  a  number  of  pupils  taught  by  him  (Y'oshida),  none  of 
them  became  prominent,  and  bis  house  consequently  declined. 


(')  The  English  William  Adains,  known  by  bis  Japanese  name  Miura 
Anjin,  who  eonstructed  ships  of  the  European  style  at  the  opeiiing  of  the 
ITth  ceutury  in  Japan,  is  to  be  notcd.  His  biography  deserves  dcscription 
to  be  given  separately. 

{')  Kobaya8hi's  writings  have  been  unfortunately  ali  lost,  none  of  them 
being  discovered  as  yet. 

(3)  In  old  Japan  Portugal  and  Spain  were  jointly  called  Namban,  a 
word  that  origiuated  being  employed  by  the  Chiuese  interpretei-  who 
accompanied  the  first  Namban  ship  that  visited  Japan.  It  literally  means 
«foreigii  eountries  in  the  south»,  certainly  so  called  because  they  were 
«forcigners  coine  from  the  sou(h». 

{'')  Literally  tlie  Astronomical  Treatise  of  the  Kõgenji. 

p)  Here  Hosoi's  note  indicates  that  this  personage  lived  at  Oyakushochõ, 
Nagasaki. 


Ainoiíi^'  his  pupils  \ve  niav  nieiition  Seki  Sliõzaburõ,  whose  des- 
cesdaiits  are  flouiisliing  at  present,  but  wliose  iheories  are  not 
lianded  down. . .». 

On  the  sanie  day  Ro  Sõsetsii  writes  another  lelter  in  which 
he  says: 

«As  lo  tlie  Kenkon  Benselau  I  suppose  you  would  have  bo- 
rrowed  il  some  years  ago  fiom  Mr.  Mukai.  Bui  I  have  sumelhing 
lo  lell  vou  about  it  lhe  nexl  time  I  see  you.  'Ihere  are  some 
poiíils  ihal  await  consideralion. 

«Sauano  Cluian  v  as  originally  a  Namban  mau,  wlio  naluralised 
to  Japan,  and  íinally  gol  lo  look  very  luuch  like  a  irue  .la- 
panese.  He  was  called  by  lhe  name  Cluijirõ.  First  he  hved  in 
Kyolo,  and  at  lhe  lime  wlien  Lord  Ilakura  governed  lhe  Em- 
peror's  capital  he  was  subjecled  lo  an  examination  and  was 
consefjuenlly  allowed  the  thirly  men's  payment  (*)  by  the  Sho- 
gunate,  being  ihence  stationed  as  a  rehgious  inspeclor  at  Go- 
lõinadii,  Nagasaki,  where  Golo  Ryõjun  was  his  collegue,  receiving 
tlie  same  amounl  of  payment  as  he  . . .  After  lhe  dealh  of  ihese 
hvo  men  iheii'  office  was  not  succeeded  by  iheir  descendanls  , , . 
Sawano  was  a  foieigner,  bui  he  was  versed  in  the  Japanese  hin- 
guage  so  well  ihal  he  was  able  lo  read  the  Taiheiki  (-)  and  lhe 
hke.  His  son  was  of  the  name  of  Chujirõ,  . . , ;  liis  son-in-law 
was  called  Sugimolo  Chui,  a  surgeon,  who  was,  we  are  lold, 
subsetpientiv  inviled  to  lhe  Shogunale,  and  whose  descendanls 
jiovv  íl()ui"isii,   though  we  do  not  know  about  their  particiilais. 

«Kobavashi  Yoshinobu  was  ...  a  pupil  of  Hayashi  Kichi- 
zaycmou,  and  was  conlemporary  wilh  Sawano,  but  did  not  learn 
fron)  him,  for  Sawano  had  pupils  in  surgeiy  but  none  in  astro- 
nomy.  Kobavashi  was  nol  learned  in  lhe  classical  Chinese,  and 
theie  n)ay  be  some  accounis  of  him  wiiicli  dilVcr  frt)m  whal  you 
have  learned  from  IMukai  Gensei  and  Nishikawa  Joken.  About 
these  I  hope  to  lell  you  lhe  particulars  when  I  see  you». 

As  it  appears  from  lhe  above,  lhe  Kenhon  Bensetsti,  of  which 
I  gave  an  account  in  lhe  Nieuw  Archief,  is  slalcd  as  having  been 
annotaled  by  IMukai  Genshõ  upon  Sawano's  original  which  was 
composed  in  Japanese  wilh  lloman  characlers,  while  lhe  Kana 
Temvion-sho,  which  lio  Soseisu  uícnlions  in  his  lelter,  seems  as 
composed    in  the  proper  Japanese   slyle  by   a  Buddhist   bonze 


(1)  One  man's  payment  means  the  daily  payment  of  5  gõ  of  rice,  wliich 

is  equivaleut  to  about   ..  of  a  gallon,  being  an  average  man's  nourishment 

for  a  day. 

('')  A  clansical  treatisc  on  historical  subjectB. 


upon  lhe  basis  orSawano's  translation.  If  \ve  have  ro  draw  some 
judgment  froni  these  Iwo  sources,  it  will  not  be  unnatural  lo 
suppose  ibat  Sawano  first  wrote  down  bis  accounls  in  Japanese 
but  by  aid  of  Ronian  characlers,  upon  Avhicb  lhe  bonze  worked. 
out  bis  Japanese  Iranscriplion  ibat  was  deslincd  lo  be  learned 
by  vaiious  scbolais  of  Nagasaki  in  writlen  copies,  wbile  a  copy 
of  Sawano's  original  manuscripl  was  kepl  in  bis  bouse,  of  wbich 
ibe  Kenhon  Bensetm  was  ordered  some  years  afterwards  by  tlie 
governor  of  Nagasaki  lo  be  composed  by  Mukai  Gensbõ  and 
ííisbi  Kicbibei. 

The  lAVo  slories  of  Sawano's  translation  baving  been  made  by 
order  of  Inoue,  tbe  governor  of  Nagasaki,  and  by  order  of  lhe 
Sbogunale  pbvsieian  Asano,  do  nol  conlradicl  eacb  olber,  for 
ibe  governor  mav  bave  given  bis  order  by  insligalion  of  tbe 
pbysician. 

íf  ibis  judgment  be  triistworlby,  llie  bonze  Shr)gin's  copy 
was  certainly  complete  soon  after  Sawano's  composition,  wbiib 
bappened  in  1650,  and  tlieiefore  prior  lo  lhe  Kenkon  Bensetsu, 
wbicb  was  writlen  in  1659.  Wlien  I  consider  these  matters, 
I  am  inclined  lo  conjecture  whether  lhe  anonymous  manuscripl 
in  niv  librarv  enlitled  Tenchi-ron  or  Sambem  IJnlà-ron,  of  which 
I  aiso  gave  an  acconut  in  lhe  Nieuw  Archief,  will  nol  be  a  copy 
of  Sh(jgin's  version  of  Sawano's  Avork.  This  manusciipt  bears  a 
nole  as  copied  by  Sugi  Teian  in  16'0  froin  lhe  copy  possessed 
bv  Malsiitaira  Kai-iio  Kami,  'lhe  iwo  litles  Nambcm  Unki-ron  and 
Scmgo/iu  Uniii  Tsiij/u-s/iõ  appear  to  have  some  resemblance:  for 
Nandjan  means  Portugal  and  Spain,  somelimes  including  Ilol- 
land,  wbile  lhe  Sangoku,  or  lilerally  ihree  counlries,  imply 
wilhoul  doubt  jusi  these  three  counlries  (*).  Furtber  lhe  word 
lon  meaiís  a  treatise  or  theories,  wbile  IWn/õ-s/iõ  may  be  ren- 
dered  somewhal  by  «A.  brief  treatise  worked  in  praclical  Avay». 

Of  course  we  do  not  pui  much  importance  on  lhe  identifica- 
lion  of  lhe  iwo  works.  Tbe  only  conclusion  I  must  maintain 
lies  in  lhe  fact  ihal  lhe  influence  done  by  Sawano's  work 
would  have  beei\  much  more  extensive  iban  has  been  ihought 
bitherto. 

It  was  lonssl  known  ihat  Havashi  Kichizavemon  and  Kobayasbi 
Yoshinobu  were  versed  in  lhe  European  astronomy,  bui  it  has 
ahvavs  remained  unknown  whelher  they  had  learned  their 
science    direclly    from    European    niasler  or  indireclly  ihrough 


(')  Of  course  we  cannot  deny  that   usually  by  «The  three  counlries» 
Japan,  China  and  Europe  were  designated. 
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llie  Cliinese  versioiís.  Bui  lhe  lelters  we  liave  parlly  reproduccd 
in  tlie  above  have  revealed  tlial  tliese  scholars  had  learned 
from  lhe  European  navigators.  Kobayaslii  who  was  not  learned 
in  tlie  written  Chinese  certainly  eould  not  rcad  lhe  Chinese 
translalions  on  Occidenlals  seiences,  ihough  some  of  these 
books  were  doublless  broughl  lo  .lapan  in  his  davs. 

Il  was  in  the  year  í()87  ihal  lhe  Siiogunale  prohibited  im- 
porlalion  of  ihirly  eight  works  composed  in  China  upon  Euro- 
pean sources  as  relating  lo  the  aceursed  i-ehgion  of  Chrislianily. 
Among  lliese  we  inay  nienlion  lhe  li'anslaiion  of  Euchd,  a 
trealise  on  arilhmelic,  some  >vorks  on  aslrononiy  and  surveying, 
ele.  Some  of  ihese  books,  il  appears,  had  been  read  by  Nagasaki 
scholars  before  lhe  prohibilion. 

liut  to  own  the  iruth,  Ave  know  nolhing  definitely  about  the 
influence  of  these  Chinese  Avorks  in  , lapan  during  lhe  I7lh 
century:  while  lhe  Nvoi"ks  of  lhe  Porluguese  Sawano  are  handed 
down  to  our  OAvn  days.  In  any  case  he  was  a  great  benefactor 
to  lhe  Japanese  science  of  astrononiy  ai  its  very  dawn  of  pro- 
gress.  It  will  highly  interest  us  if  we  are  ever  enabled  to  make 
across  lhe  unknown  region  of  malhematical  seiences  in  Japan 
ai  lhe  close  of  lhe  IGlh  century  lowards  lhe  beginning  of  lhe 
17lh,  when  the  Porluguese  influence  was  consideiable  enoug^h, 
bui  we  are  quite  at  a  loss  because  we  know  praclically  nolhing 
of  lhe  conditions  of  learning  in  ihose  days  which  await  explo- 
ralion  in  the  future. 


TRADUGÇAO  O 

É  um  fado  averiguado  e  que  merece  registo  ler  vivido  em 
meiados  do  século  xvn,  no  Japão,  um  português  naturalisado 
que  compoz  um  manuscriplo  sobre  assumptos  astronómicos. 
Conhecido  por  Sawano  Chuan,  nome  japonês  que  adoptou  por 
ordem  de  Shogun,  o  seu  verdadeiro  nome  é  desconhecido.  Fe- 
lizmente a   sua  obra  Kenkon  Benselsu  chegou  até  nossos  dias  e 


n(')s  os  japoneses  registamos  com  gratidão  a  influencia  que  elle 
exerceu  sobre  os  nossos  antepassados.  Não  darei  agoi'a  conta 
dos  assumplos  versados  na  obra  citada  o  que  ha  pouco  fiz  no 


(1)  O  precedente  artigo  de  Mikami,  professor  da  Universidade  de  Tokio, 
sobre,  um  astrónomo  jíortuyuês  no  Japão,  é  tão  interessante  para  os  leitores 
portugueses  que  julgamos  útil  fazer  seguir  o  texto  inglês,  que  o  mencio- 
nado professor  nos  enviou,  de  uma  traducção  na  nossa  lingua. 
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Nieuw  Archief  voor  Wisliuncle;  mas  não  será  talvez  destituida  de 
interesse  para  os  nossos  amigos  portugueses  uma  noticia  sobre 
este  pei"sonagem  notável. 

Por   este    motivo    me  atrevo    a  publicar   as   notas    seguintes. 

Primeiramente,  e  resumindo  em  breves  palavras  a  vida  de 
Sawano,  direi  que  foi  missionário  christão,  mas  como  o  Tokugaiva 
Shogunale  prohibisse  a  religião  chiistã  e  perseguisse  os  seus 
adeptos,  para  evitai-  a  prisão  elle  abandonou  a  sua  fé  pondo-se 
ao  seiviço  das  auctoridades.  Por  este  tempo  aconteceu  que, 
lendo  dado  á  costa  occidental  do  Japão  um  navio,  alguns  náu- 
fragos missionários  presentearam  o  governador  de  Nagasaki  com 
um  tratado  sobre  astronomia.  Foi  este  tratado  que  Sawano  tra- 
duziu em  1650  para  japonês  servindo-se  todavia  no  seu  manus- 
cripto  dos  caracteres  romanos.  Alguns  annos  depois,  em  1(559, 
o  interprete  Nislii  Kicbibei  e  o  pbilosopho  e  medico  IMukai 
Gensbõ  fizeram  nova  versão,  mas  desta  vez  empregando  cara- 
cteres japoneses.  Intitulou-se  a  versão  Kenkon  Bensctsn;  o  ori- 
ginal de  Sawano  não  tinha  titulo. 

Eis  em  ligeiros  traços  a  vida  de  Sawano,  como  a  relata  Mukai 
Gensliõ  no  seu  prefacio  do  Kenkon  Benselstt;  mas  no  Sokuryo 
His/w  de  Hosoi  Koiaku,  publicado  cm  1727,  encontram-se  al- 
gumas cartas  sobre  este  assumpto  dirigidas  por  dois  eruditos 
de  Nagasaki,  IMukai  Gensei  e  Ho  Sõsetsu,  a  um  tal  Watanabe 
Gunzõ  que  em  i72H  havia  acompanhado  o  governador  de  Na- 
gasaki, Kusakabe  famba-no-Kaini,  ácpielle  porto,  tendo  ahi  tra- 
vado i'elações  com  elles.  E  notável  ter  sido  este  Mukai  filho  do 
annotadoí"  da  obra  de  Sawano.  No  seu  regresso  a  Yedo  (hoje 
Tokio)  Watanabe  mostrou  estas  cartas  a  .Aliwa  Kiken,  o  qual  as 
facultou  a  Flosoi  e  lhe  permittiu  tirar  copias. 

A  primeira  carta  datada  do  25.°  dia  do  7."  mez  de  1726 
é  de  Ro  Sõsetsu  O  auctor,  como  Hosoi  infoima  em  uma 
nota,  tinha  sido  alguns  annos  antes  chamado,  juntamente  com 
Nakanishi  .loken,  pelo  Shogun  Yoshimune  á  sua  capital  para 
ser  consultado  relativamente  a  assumptos  astronómicos.  Diz  a 
carta  que  o  ensino  da  astronomia  cn\  Nagasaki  fora  iniciado  por 
Kobavashi  Yoshiiujbu  o  qual  leve  nuinejosos  discípulos  e  que 
o  pae  e  o  avò  do  auctor  foram  amigos  de  KobaNashi,  accres- 
cenlando  que  as  sciencias  mathemalicas  tinham  sido  introdu- 
zidas no  Japão  pelos  navegadores  europeus.  Gomípumto  Ko- 
bavashi escrevesse  nmito,  não  dava  titulo  ás  suas  f)bias. 

Depois  d'estas  referencias  a  Kobavashi  o  auctor  occupa-se  de 
Sawano  Chuan  dizendo  assim:  «Existe  em  Nagasaki  um  trabalho 
em  dois  volumes  sobre  astrononua  intitulado  Kana  Temmon-sJw , 
cujas  transcripções  todos  os  estudantes  de  astronomia  consultam. 
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Também  é  conhecido  sob  o  nome  de  Sa7igo/,u  Unki  Tsúyõ-sho  e 
está  muito  bem  escripto.  Foi  composto  ha  muito  tempo  por  um 
inspector  nambar  chamado  Sawano  Chuan  por  ordem  ou  pe- 
dido do  medico  Asauo  Chõhõ  que  viera  de  Yedo  para  IVagasaki. 
Comquanto  Sawano  entendesse  os  caracteres  japoneses,  não  lhe 
era  fácil  a  cscripla  nesla  lingua  e  por  este  motivo  o  bonzo  Shõgin, 
superior  do  templo  Ijudhista  de  Kõgenji,  o  auxiliou  na  versão 
para  japonês.  Deste  facto  provem  ser  conhecida  a  obra  por 
Kogenjt  Temnion-s/w.  Um  inanuscripto  da  obra  de  Shõg^in  deve 
estar  certamente  na  posse  de  Yoshimura  Goyemon,  pois  que  o 
avô  deste  foi  familiar  de  Suyetsugu  Heizõ,  o  qual  recebeu  um 
exemj)lar  que  deve  ser  conservado  por  Yoshimura.  Ha  mais 
quatro  livros  intitulados  Kenkon  Benselsu,  annotações  á  outra 
obra  em  dois  volumes,  escriptos  por  Mukai  Gensei,  pae  de 
Genshõ,  o  qual  mais  tarde  foi  viver  para  Kyoto,  onde  conquistou 
grande  fama  como  médico;  estas  annotações,  deve  confessar-se, 
não  se  recomendam  pela  extrema  clareza, 

«Sawano  Chúan  nenhum  discipulo  leve  em  astronomia,  to- 
davia em  cirurg-ia  teve  nmitos.  Yoshida  Kentei,  fundador  da 
casa  Yoshida,  foi  um  delles,  também  teve  os  seus  discipulos, 
mas  nenhum  delles  se  salientou,  e  por  conseguinte  a  sua  escola 
não  se  sustentou.  Entre  estes  devemos  mencionar  Seki  Shõza- 
burõ,  cujos  descendentes  estão  actualmente  em  boas  posições, 
porém  as  suas  doutiúnas  não  são  hoje  conhecidas». 

No  mesmo  dia  Ro  Sõsetsu  escreve  outra  carta  na  qual  se  ex- 
prime assim : 

«Com  referencia  ao  Kenhon  Benselsu,  creio  saber  que  ha  annos 
vós  o-  pedistes  emprestado  ao  sr.  Mukai.  Devo  dizer-vos  que 
alguma  coisa  desejo  communicar  vos  a  seu  respeito  quando  nos 
encontiarmos:  certos  pontos  precisam  ser  bem  estudados. 

«Sawano  Chuan  era  origiíiario  de  Nand^an,  mas  tendo-se  na- 
turalisado  japonês,  chegou  a  confundir-se  com  os  japoneses 
authcnticos.  O  seu  nome  era  CUiujiro.  A  principio  habitou  Kyoto 
e  no  tenqjo  em  que  Lord  Itakura  governou  a  capital  do  inqje- 
rador  foi  submetido  a  um  exame,  do  qual  resultou  ser-lhc  abo- 
nada a  pensão  dos  trinta  homens  pelo  Sliogun,  sendo  em  seguida 
destacado  como  inspector  religioso  pai-a  Gotomachi,  Nagasaki, 
onde  teve  por  collega  Goto  Ryojun,  que  recebeu  igual  pensão... 
Depois  da  morte  destes  dois  homens,  os  seus  descendentes  não 
exerceram  as  mesmas  funcções...  Sawano  era  extranjeiro  mas 
tão  versado  na  lingua  japonesa  que  estava  habilitado  a  lêr  o 
Tmheihi  e  outras  obras  do  mesmo  (piilate.  O  seu  fdho  chamava-se 
Chujiro,  ...;  o  genro  chamou-se  Sugimoto  Chui,  foi  ciiurgião 
convidatlo  para  o  Shogunate,  e  os  seus  descendentes  estão  em 
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posição  prospera,  comquanto  não  possa  dar  a  seu  respeito  in- 
formações minuciosas. 

«Kobavaslii  Yosliinobu  foi  discípulo  de  Havashi  Kicliizayemou 
e  c(mtemporaneo  de  Sawano,  mas  não  seu  discipulo,  porque 
Sawano  teve  discípulos  somente  em  cirurgia  e  não  em  astro- 
nomia. Kobavaslii  não  era  versado  no  cbinès  clássico.  E  possivel 
que  haja  noticias  a  seu  respeito  diíTerentes  das  que  vos  com- 
municaram  IMukai  Gensei  e  Nishikawa  Joken.  Com  referencia  a 
estes  espero  dar-vos  pormenores  quando    nos   encontrarmos». 

Como  se  infere  do  que  fica  transcripto  acima  o  Kenhon  Ben- 
setsu,  sobre  o  qual  publiquei  uma  noticiíi  no  JSieuio  Archief,  con- 
sidera-se  ter  sido  annolado  jior  Alukai  (ícnsho  sobre  o  originai 
de  Sawano,  comj)oslí)  cm  japonês  em  caracteres  romanos,  ao 
passo  que  o  Temmon-Sho,  ao  qual  Ho  Sõsetsu  se  refere  na  sua 
carta,  parece  ter  sido  composto  no  idioma  japonês  por  um  bonzo 
J)uclhista  (pie  fez  a  Iraduccão  do  trabalho  de  Sawano.  Querendo 
formular  um  juízo,  lomaiido  por  base  estas  duas  fontes,  seiá 
natural  conjecturai'  o  seguinte:  Sawano  leria  escriplo  primeira- 
mente a  sua  obra  em  japonês  servindo  se  então  de  caracteres 
romanos  e  sobre  este  trabalho  o  bonzo  teria  (executado  o  seu, 
transpondo  o  para  |aponês,  mas  de  forma  tal  (|ue  os  exemplares 
manuscriptos  pudessem  ser  utilisados  pelos  vai'ios  estudiosos 
de  Nagasaki.  Um  exemplar  do  manuscrijito  original  de  Sawano 
teria  sido  por  este  conservado  em  sua  casa  e  sobre  o  mesmo 
exemplar  comporiam  alg^uns  annos  mais  tarde  IMukai  Genshõ  e 
Níshi  Kichibei  o  Kenkon  Benselsu  por  ordem  do  governador  de 
Nagasaki. 

As  duas  versões  de  ter  sido  feita  a  traducção  de  Sawano  por 
ordem  de  Iiioue,  governador  de  i\agasaki,  ou  por  ordem  do 
medico  Asano  do  Shogunate  não  são  contradictorias;  pois  c[ue 
o  governador  poderia  ter  dado  a  ordem  por  instancia  do  me- 
dico. 

Sendo  exacta  esta  conjectura",  a  copia  do  bonzo  Shogin  devia 
ter  ficado  terminada  logo  depois  de  Sawano  ler  composto  a  sua 
obra  em  1650  e  portanto  anterior  ao  Kenkon  Bensetsu,  que  foi 
escripto  em  1659.  Ponderando  estas  circunstancias  inclino-me 
para  a  suposição  de  que  o  manuscripto  anonymo  que  existe  na 
minha  livraria  intitulado  Tenchi-ron  ou  Nnmfmn  Uirhi-ron,  ao 
qual  me  referi  no  Nieuw  Aichief,  será  talvez  uma  copia  da  tra- 
ducção feita  por  Shõgin  do  trabalho  de  Sawano.  Este  manus- 
cripto contém  uma  nota  pela  qual  se  vê  ter  sido  copiado  por 
Sugi  Teian  em  IGIO  do  exemplar  possuído  por  Matsulaira 
Kai-no-Kami.  Os  dois  títulos  Namban  Uuki-ron  e  Sangoku  Unki 
Tsúyo-sho  têein  certa  analogia,  pois  que  Namban  significa  Por- 
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tugal  e  Hespanha,  incluindo  ás  vezes  a  Hollanda,  e  o  termo 
Sangoku,  significando  litteralmente  três  países,  se  refere  sem 
duvida  áquelles  mesmos.  Mais,  a  palavra  ron  significa  tratado 
ou  theoria  e  Tsuyo-shó  pode  traduzir-se  por  «Breve  tiatado  sob 
o  ponto  de  visto  practico». 

E  claro  que  não  dou  grande  importância  á  identificação  das 
duas  obras,  porém,  a  única  conclusão  á  qual  importa  chegar  é 
que  a  influencia  exercida  pelo  trabalho  da  Sawano  deve  ter  sido 
muito  mais  lai'ga  do  que  se  tem  pensado  até  hoje, 

Sabe-se  ha  muito  que  Hayashi  Kichizayemon  e  Kobayashi 
Yoshinobu  foi^am  versados  em  conhecimentos  astronómicos  eu- 
ropeus, mas  ignorávamos  se  esses  conhecimentos  lhes  tinham 
sido  directamente  transmittidos  por  mestres  europeus  ou  se  os 
teriam  adquhúdo  indirectamente  pelas  traducções  chinesas.  As 
cartas  que  parcialmente  reproduzimos  acima  revelam  porém 
que  estes  sábios  tinham  aprendido  com  navegadores  europeus. 
Kobayaslii,  que  não  conhecia  a  escripta  chinesa,  não  poderia 
certamente  ter  lido  as  traducções  da  sciencia  occidental,  com- 
quanto  alguns  livros  scienlificos  fossem,  sem  duvida,  por  esse 
tempo  trazidos  para  o  Japão. 

No  anno  de  1687  o  Shogunate  prohibia  a  importação  de  trinta 
e  oito  obras  compostas  na  China,  mas  de  origem  europeia,  por 
terem  qualquer  relação  com  a  detestada  religião  christã.  Entre 
estas  mencionaremos  uma  ti-aducção  de  Euclides,  um  tratado 
de  arithmetica,  alguns  trabalhos  sobre  astronomia  e  topogra- 
phia,  etc.  Parece  cjue  alguns  d'estes  livros  foram,  todavia,  lidos 
por  estudiosos  de  Nagasaki  antes  da  sua  prohibição. 

E  preciso  confessar  que  não  sabemos  precisamente  qual  a 
influencia  que  estes  trabalhos  chineses  tiveram  no  Japão  durante 
o  século  XVII ;  é  certo  porém  que  as  obras  do  português  Sawano 
chegaram  até  os  nossos  dias  e  teve  elle  sem  duvida  uma  acção 
benéfica  sobre  a  sciencia  astronómica,  quando  ella  despontava 
no  Japão.  Será  de  grande  interesse  para  nós  explorar  algum 
dia  a  região  desconhecida  das  mathematicas  no  Japão  em  fins 
do  século  XVI  e  principios  do  século  xvm,  no  tempo  em  cjue  era 
ainda  bem  considerável  a  influencia  portuguesa;  mas  a  empreza 
é  difficil;  coisa  alguma  foi  possível  até  agora  apurar  dos  conhe- 
cimenlos  scientificos  d'esses  tempos  ...  é  assumpto  que  ao 
futuro  pertence  esclarecer. 


SUR  LE  MOUVEIVIENT  DUN  FIL 


PAR 


E.  Terradas(*) 

Professeur  à  TUniversité  de  Barccione 


1.  .Te  vais  m'occnper  du  niouveinent  d'un  fil  dans  le  cas  oò 
tous  ses  points  décrivenl  Ia  mème  ti-ajecloire  pai'  rapport  ii  des 
axes  qui  toiírnent  avec  vilesse  angulaire  constante  w  aulour  de 
Taxe  des  z. 

D'une  façon  générale,  Aunouli  ('^)  s'est  occiípé  de  ce  mouve- 
nient  dans  sa  thèse.  Nuns  nous  permetrons  d'y  insister,  en 
signalant  un  cas  parliculier  oíi  la  courbe  peut  se  realiser  aisé- 
ment, 

Pour  obtonif  les  équaiions  du  niouvement,  il  suffira  de  for- 
niiiler  ie  prin.Mpe  de  D'Ai.KMBERr,  et  l'on  ama 


(I) 


(2) 


dl 


+ 


d<j         2      f/a 


í[r^^-r.Mj  =  T  +  - 


íA-ííÍ-2]-2»'?'o 


t 


r 

3  =  /  vdt  -f  s 
J  o 

r/a2  =.  dx^  +  dy^  +  dzK 


(1)  Un  résumé  d'une  partie  de  ce  qui  diiit  a  été  lu  au  Congrès  des  ma- 
thematiciens  de  Cambridge. 
(-')  Ainoult.  Nancy,  lUlt. 
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Dans  ces  équations, 
X,  y,  z  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  la  trajectoire 
/•  distancc  d'un  point  dii  íi\  a  l'axe  des  z 
s  est  Tare  ii  partir  dun  point  dii  fil 
a  est  Tare  de  la  trajectoire  à  partir  dun  point  fixe  par  rapport 

aux  axes  mobiles 
8  est  le  j)roduit  de  la  densité  par  la  section 
T  la  tension;  elle  doit  ètre  positive 
V  vitesse  coniinune  à   tous  les  points  du  fil.    Elle  est  fonction 

de  /  seulement 
F,  M,  M'  projections  sur  la  tangente,  normale  principale  et  bi- 

norniale  de  la  force  extérieui'e  par  unité  de  niasse 
p  rayon  de  preniière  courbure 
X,  jj.,  V  cosinus  directeurs  de  la  binorniale. 

Le  svslènie  (1)  avec  la  condition  d'inexlensibilité  (2)  permet- 
tent  de  trouver  les  solutions  du  problènie  en  deterniinant  cr, 
y,  z,  T  en  fonction  des  deux  variables  a  et  /. 

Ces  équalions  atbnellent  la  solulion  i>  =  conslant,  elles  sont 
alors  les  équations  d'equilibre  relalif  d'un  fil  ou  T  serait  rem- 
|)litcé  par  T  —  v"^.  Si  F  =  M  =  M' =  y  =  O,  on  a  les  équations  de 
l'équilibre  de  la  corde  h  sauter. 

2.  Si  M'  est  fonction  seulement  de  v,  la  dernière  équation  (1) 
a  la  forme 

Si  =  V  S2  +  M' 

ou  Si  et  S2  sont  fonctions  seulement  de  a,  v  et  M'  fonctions 
seulement  de  t,  On  en  déduit  que,  entre  v  et  M'  il  doit  y  avoir 
une  relation  linéaire  (*),  ou  v  est  constante  si  M'  n'est  pas 
fonction  linéaire  de  v.  Si,  par  exemple, 

M'  =  — Kov+Ki, 

en  portant  cette  valeur  de  M'  à  la  dernière  équation,  on  en 
deduit  que,  ou  v  est  constante,  ou  bien 

(3)  Si  =  Ki,     S-2  =  K2. 

De  ces  conditions  (3)  la  preniière  exprime  que  la  projcctior» 
de  /•  sur  la  binoruiale  est  constante;  la  deuxième  (|ue  l'ai»jjle 
de  la  noiínalc  principale  avec  Taxe  est  aussi  consiant. 

Si  1M'  =  0,   la  ríormale  principale,   perpcndiculaire  ii   la  lois  à 


(')  Apprll,  Acta  mathonalnxi,  íume  xii. 


n 


Taxe  et  à  la  binonnale,  coincide  avec  r,  à  «uoins  que  la  binonnale 
ne  soit  parallèle  à  Taxe  cest  à  dire  que  la  courbe  soit  plane. 
Dans  le  cas  ou  elle  serait  gaúche,  si  la  vitesse  n'est  pas  cons- 
tante. Ia  irajecloire  est  nécessairenient  une  hélice  circulaii-e. 

Mais  cette  courbe  pourrait  ètre  inconipatible  avec  les  deux 
aulres  é(jualions  (I),  En  éliininant  T  enlie  les  deux  premières 
équalions  (í)  on  arrive  à  la  suivante 


dt  5      c/s 

Supposons  F  et  M  fonclions  seulement  de  v,  Téqualion  anté- 
rieure  a  la  forme 

les  Tl  et  Tâ  étant  des  fonctions  seulement  de  (.  Et  comme  -y- 

est  lonction  seulement  de  s,  on  en  deduit  que  — - —   cloit  elre 

'■  as 

constante,  ou  bien  Ti  =  T2=^0.  Donc,  si  M  ne  salisfait  point 
à  T2  =  0,  ã  doit  suivre  une  loi  exponentielle  ^  — âo^"^^  et  le 
niouvement  est  possible  dans  une  hélice  selon  la  loi 

(Iv 

-. F  -  K  (z;2  +  (oY  +  2cot;p  -  pM). 

*5i  ò  =  constante,  le  niouvement  est  donne  par  — -  =  F. 

Cl  tf 

On  peut  faire  une  analyse  semblable  dans  le  cas  ou  M'  serait 
fonction  seulement  de  o, 

3.  Supposons,  dans  le  cas  d'une  courbe  plane,  5=1  et  F 
et  M  fonctions  seulement  de  v.  L'élimination  de  T  entre  les  deux 
|)remières  équations  (1)  conduit  a 


*_F-(2„_M)!'P_o,5 
(/t  ^  f/a 


jd^-j7s\^'-['d^-V)r^ 


cette  equalíon  est  de  la  forme 

T,  -  T^Si  -5-2  =  0 
Tl  et  Ti  étant  des  fonclions  de  t,  Si  et  S2  fonctions  de  o. 
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On  en  déduit  que,  parnii  les  T  il  doit  y  avoir  au  moins  une 
relation  linéaiie:  Ti  —  Ki'l'2  — K"2  =  0.  En  poilant  la  valeur  de 
Tl  dans  Ia  dernièie  formule  on  liouve 

T2(Ki  — Si)-f  K.-S2  =  0. 

On  en  déduil  que  ou  bien  T2  =  const  =  —  K3  et  dans  ce  cas 
la  vitesse  cst  constante  dans  la  trajectoiíe  K2  —  S2  =  K3(Ki  —  Si) 
ou  bien,  si  la  vitesse  n'est  pas  constante,  il  faut  que  S2  =  K2 
et  Si  =  Ki.  Ces  deux  condilions,  integi'ées,  donnent 

p  =  Kl(T. 

La  dernière  fait  voir  que  la  couibe  est  une  spirale  logaritluni- 
que,  mais  la  promière  nadmet  qu'une  dégcneration  de  cetle 
spirale:  le  ceicle  donl  le  centi-e  est  h  Torlijine.  Dans  ce  cas,  la 

,   •    .  ^^^'        ». 

loi  du  mouvement  est  —-=!<. 

dl 
II    pourrait    y   avoir    entie  Ti    et  T2  deux    relations    linéaires 
independaiites.  On  en  déduit  que  v  doit  ètre  constant  à  moins 
que  M   lút  tel   que  2wv  =  M^K-2,  dans  ce  cas,   le  mouvement 

selon  le  loi  — ; F  =  Ki   est  possible  dans  la   tiaiectoire  K2  — 

(/t  '  -^ 

S2  =  K3  (Kl  —  Si).    On    pourrait    faire    une    analyse    semblable 

d  autres  cas,  par  exen)ple,   F    et  iM   fonctions    de  a,    ou    somme 

d'une  fonction  de  a  et  d'une  fonction  de  t,  ele. 

4,  Une  aolicaliou  curieuse  et  mtércssaule  dcs  formules  anlé- 
rieures,  se  trouve  dans  la  fif^uie  du  mouvement  slationnaire 
d'un  íil  sans  fin  qui  tourne  autour  d'un  cilindie  sans  glisser 
dans  la  partie  en  coutact  avec  le  cilindre. 

Les  forces  appliquées,  si  Ton  fait  absliaction  de  la  pesanleur, 
sont  simpiement  les  ceuli'ifuges.  De  ce  qui  precede  ou  en  déduit 
que  pour  (jue  la  courbe  existe,  í' =  constante,  et  eílectivement 
Tabsence  de  glissement  nous  donne  comme  valeur  de  celte 
vitesse 

V  =  w/l 

ri   étant  le  rayon  du  cylindre. 

Lliujinant  T  enti-e  les  deux  premièi-es  équalions  (1)  on  trouve 
Téquation  dilférenlielle  de  le  trajecloire,  celle  ci  une  fois  inte- 
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^rée,  on  trouve 


o 


Soit  p  la  distance  de  Torigine  à  Ia  langente,  on  a  d'abord 


et,  puisqae,  d'autre  part, 

\        \    dp 

p         r    dr 
on  trouve 

dp  %dr     ^ 

En  inii''grant,  K2  étant  une  constante, 

(;;f2/M)(Ãi-r2)^K2. 

La  courbe  est  tangente  au  cylindrc  pour  r  =  r\  et  Ton  à 
aloi-s  y;  =  —  /i  (le  signe  —  est  dú  au  fait  d'éli'e  í/6  et  do  de 
signes  contraíres  dans  la  portion  tangente,  6  étant  Tangle  po- 
laire).  (Àinséquemment,  K.2  = /i  (/?i  —  / 1'),  et  Téquation  de  la 
Irajectoire  seia 

Dans   cette    formule,   w   n'intervient  pas,   par  conséquent,   la 

courbe  est  independante  de   la   valeur  de   la  vitesse  angulaire. 

II   est  facile  de  s'en  rendre  conipte,   car  les  deux  forces  exlé- 

ricui*es  sont  les  centrifuges  xo*-r  et  2?o-/].    Les  deux  sont  pio- 

portionnelles  ii  zíj^,  en  conséquence,  la  direction  de  la  resultante 

est  independante  de  w.  Elle  est  équilibrée  par  la  force  langen- 

dV  T' 

tielle  — r— ,  (T' =  T  —  v^)^  et  la  noi  inale  — . 

do  C' 

Pour  trouver  l'équalion  de  la  couibe  en  coordonnées  po- 
laires,  on  peut  pi-océder  comnie  il  suit,  Soient  p  et  q  les  ca- 
ihetes  du  triangie  rectangle  dont  Ihipotenuse  est  r.  On  a 


7;  /Yi 

íy         dl 


Id 
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d'oíi 


pdr 


rs/r'^-p'^ 


Prenaut  Torigine  des  6  daiis  le  rayon  qui  va  au  point  de  con- 
tact  de  la  courbe  et  du  cylindre,  et  en  posant  r^^z,  r'^i^=Z{, 

n     J„       2z  v/R 


Zb,a  =  ^'1  +  Y  zi  ±  y/  ^nzi  +  —  Zl'. 


4 


Pour  la  discussion,  il  faut  retenir  que  R^O,  etT^O.  Cette 
dernière,  puisque 

T 

—Y^hi-]-2zi—z 

conduit  à  la  coiidiliou 

2:<>^i  +  2zi. 

Oii  peut  distiiiguer  deux  cas:  /^^>Zl  et  //i<zi. 
Preinier  cas:  hi>zi.    Les  trois  lacines  Z|,  Za  et  z^  de  R  =  0 
sont  réelles  et  positives,  On  a  encore  Zb'!>Za>  zi\  la  courbe  est 

comprise  dans  la  couronne  r  =  ri,  ?•  =  V  Za.  Pour  ces  valeurs 
des  rayons  elle  est  tangente  aux  circonférences  limites  de  la 
couronne.  II  \  a  un  point  pour  lequel  p  s'annule,  dont  le  z 
qu'on  appellera  Zp  est  donné  par 

„  _      _  ài  +  zi 

Tp-'  —Zp—  2 

Parlant  de  r  =  ri,  la  courbe,  a  la  distance  V  Za  de  Torigine, 
continue  par  une  branche  syniétrique  de  la  precedente  par 
rapp<>i't  au  rayon  V Za-  Une  infinilé  de  doubles  bianches  comnie 
ceiles  que  Ton  vient  de  décriíe  constituent  la  courbe  entière. 
Ces  doublcs  branches  se  coupent  forniant  lacef.  Le  point  d'in- 
terseclion  est  situe  dans  le  rayon  vecteur  maximum.  La  courbe 
passe  de  coticave  \\  convexe  par  rapport  à  Torigine  dans  le 
])()int  pour  Icípuíl  ^  =  0;   le  rayon  de  courbure  en  ce  point  est 


2Í 


En  general,  le  rayon  de  courbure  est  donné  par 

2np  =  A^ 

il  est  maxiinum  pour  z==zi,  et  diminue  d'un  façon  continue  à 
partir  de  ce  point;  dans  le  poinl  ou  p  s'annulle  il  est  réduit 
à  le  qualrième  partie  du  maximum,  et  devient  mininium  pour 


Fig.  1 

le  maxiinum  de  /.  La  courbe  h  la  forme  de  Ia  figure  (.  On  peut 
Tappelle  courbe  extérieure. 

Si  on  realise  la  courbe  par  un  fil  sans  fin  penda  de  Tavant 
bras,  une  double  branche  ce  continue  par  un  are  de  cercle. 

Deuxième  cas :  h\,<izy.   La  racine  z^  de  R  =  0  est  plus  petite 

que  ri",  il  faut  pour  que   v  H  soit  réel,  que 

2=6  >  21  >  Za. 
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La  variable  est  censée  varier  entre  zj  et  Zg. 

La  trajeetoire  est  intérieure  au  cylindre.  L'inégalité  Zj  >  zi 
impose  un  limite  inférieure  à  hi.  En  effet  supposons  /ii<^0  et 
soit  h'  sa  valeur  absolue,  Lc  niaxiuiuni  de  h'  s'obtiendra  en 
supposant  Z{,  =  Z{,  ce  qui  donne  h'  ^=Zi\  en  conséquence  on  a 

—  Z\  <//i<zi. 
La  courbe   se  composc   encore   de  branches   congruentes  et 


Fig.  2 

'    a  la  forme  de  la  figure  2.  Il  n'y  a  jamais  de  point  d'infléxion, 
d'ailleurs  comme  dans  le  cas  antérieur. 

Si   Al  =  —  zi,    Zh^==^Z{    etZ(,  =  0.    Le  courbe  a   pour   équation 
alors 


Ô  =  / 


>l  —  r 


elle  lend  assimptotiquement  au  cercle  r=r{. 
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Le  cas  h\,=Z\  correspoiul  au  cercle  r^  r\,  ce  qui  se  décUiit 
non  pas  de  rintég^rale,  mais  de  le  valeiír  dey;  en  fonction  de  r. 

Pour  le  calcui  de  la  cuadralure  on  peut  avoir  recours  aux 
fonctions  de  Weierstrass  ou  de  Jacobi.  En  posant 

3/7     ,    .       .      2//1  +  4Z1 
z=^\x^rh    J  = 3 

on  passe  aux  notalions  de  Weierstrass.  Si  l'on  inlroduit  Tinlé- 
grale 

1=  r^ 

avec 

^4^3=21—/ 

dans  le  pi-emier  oas,  et 

}/kez  =  Za—j 
dans  le  second,  on  a 

X=p{\^lOi) 

10-2  élant  la  semiperiode  iniaginaire.  En  conséquence 

et 

_e hj  +  21    P"         du 

Pour  résoudre  le  dernière  intégrale,  on  comniencera  par  in- 
troduire  largument  v  donné  par 

La  valeur  de  v  est  purement  imaginaire  car  les  racines  e\,  e^i  ez 
sont  réelles  et  — -  est  inférieur  à  la  plus  pelite  des  racines  e. 
La  valeur  de  p'  {y)  est   purement  imaginaire  et  négative.   On  a 


//  (z;)  =  -  v/  4  [p  {V)  -  ei]  [p  [v)  -  ei]  [p{v)-  ^3] 

=  —  /'■J?'a''6  =  —  ""1  (^1  +  21). 
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En  conséqucnce, 

2       o  (I  -f-  IC2  -\-V)  o  [Wi  —  V) 

Le  calcul  nuniérique  se  fait.  plus  aisément  avec  les  fonclions 
de  Jacobi.  Les  couibes  des  figures  1  et  2  ont  été  construites  en 
partant  des  formules  dans  la  notalion  de  Jacobi  (*). 

Le  longueur  de  Ia  courbe  lésulte  de 


rar 
((0  = 


d'ou  Ton  en  déduit 


ce  qui  donne  pour  la  longueur  d'une  branche, 

tvi  étant  le  moilié  de  le  période  réelle. 

5.  Les  coufbes  que  Ton  vient  d'étudier  dépendent  de  deux 
paramètres,  par  exemple  / 1^  et  /?i.  Piais  toutes  les  courbes  pour 

lesquelles  — —  =  x   a    la   mème    valeur    sont    homotétiques    par 

rapport  a  Torigine.  On  obtiendra  loutes  les  courbes  extérieures 
en  faisant  varier  a?  de  O  à  1 ;  et  toutes  les  intérieures,  si  x  varie 
de  -f"  í  à  —  1.  A  mesure  que  /ii  ou  n  augnientent,  Tangle  de 
deux  rayons  r^  consécutifs  tend  à  %  dans  le  cas  d'une  courbe 
extérieure ;  si  /ii<^Zi  a  mesure  que  /ii  ou  ra  diminue,  Tangle  des 
rayons  ?i  augmente  sans  limite. 

A  toute  courbe  extérieure,  définie  par  les  valeurs  de  ?{  et  r^ 
on  peut  faire  correspondre  une  ( ourbe  intéiieure  que  Ton  peut 
appeller  conjuguée,  j)our  laquelle  r'i  =  rg  et  ?•'„  =  /•',  les  accents 
se  rapportant  ;i  le  courbe  intérieure.  Une  fois  conslruite  Tune 
de  ces  courbes,  on  en  déduit  immédiatement  Tautre  moyennant 


(')  Voir  ces  formules  dans  les  Communications  du  conerès  de  Cambridííe 
de  1912. 


2ó 


les  formules 


e'-  =  e+^4(r,-ri)I 


r'  =  r 


yj 


l'  =  l^'^W^[Za-Z,-{h^h'^)]. 


En  effel:    Des  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  Za  et  z^ 
en  déduit,  éliminant  Ai,  que 

Zb  Zi  +  Za 


^  2  +V2l2a. 

En  conséquence,  si  Ton  passe  d'une  courbe  a  sa  conjuguée  en 
permulant  / 1  et  Va,  z^  reste  invariable,  les  trois  racines  de  R  =  0 
sont  les  mênies  pour  les  deux  courbes,  et  il  en  est  de  méme 
des  valeurs  de/,  v,  to,  I.  Ceei  établi,  il  suffit  de  retrancher  les 
valeurs  de  Ô'  et  6,  de  l'  et  /  correspondantes. 

De  la  valeur  de  z^  on  en  déduit 


hi=Za  —  Z\+  \^ZiZa. 

II  faut  prendre  le  signe  -f  si  les  racines  de  z^  —  {1hi-\rZzi)z-\- 
(Ãl+zi)'  =  0  doivent  ètre  Za  et  Zj.  Permutant  Z{  et  Za, 


h'i  ^Zi  —  Za±.  VZlZa. 

On  doit  prendre  le  signe  —  si  les  racines  de  z-  — (2A'i-f  3za)z+ 
{h' i  +  Za)^  =  O  sont  zi  et  zj.  Le  signe  +  dans  hi  fait  Ai>zi  et 
le  —  dans  h\  fait  —  z<A'<zi  ce  qui  convient  au  problème. 

Les  figures  1  et  2  sont  deux  courbes  conjuguées. 

6.  On  peut  exprimer  x-{-iy  en  fonction  uniforme  de  L  A 
cet  eflfet,  on  partira  de  la  formule 

-  3/7  r      „     L  ^  /     M  3/T    ^  (^  +  ^^'2  +  y)  q  (I  +  tVi  -  y) 

r-=  /4[/>(I  +  í.,)-/Ki')]  =  -/4- ^2(i.^^'2^a2(.) 

et  Ton  aura 

rVe  =  (x  -\-  iyY  =  -  ^T,2<te)  +  2[?'-in-,C(^)]I'    f // ;^  "'^ '^  J^ 
^         "^^  "^  a^  (I  +  ?<j'2j  a- (lí) 

ou  bien 
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Cetle  foncliou  uniforme  esL  doubleiíicnt  périodiíjue  de  se- 
conde  espèce  à  nuilliplií  aleurs  |j.  el  jx'  non  spéciaux,  et  qiii  vien- 
nent  donnés  par 

/.  [X  =  [y^An  —  iZ  (v)]  m-i  —  2f!;  (ivi) 

/.  |J.'=  [v  h'i  —  i'C,  (d)]  nO'2  —  2vZ,  {wi). 

Avec  la  valeur  de  x-\-iy  on  peut  analyser,  s'il  n'y  aurait  pas 
des  cas  ou  le  courbe  serait  algébrique. 

Ceei  arrivera  si  Ton  parvienl  à  donner  h  x  \-iy  la  forme 

o{\  +  Wi  —  v)    ^Çi?íi)(,+„^) 

Jv  —7^-. T — -T-r  e     m 

(T  (I  +  Wi)  a  (y) 

K  étant  une  constante,  et  encore,  si 

2/1 

V  = w=> 

m 

n  et  m  étant  entiers.  Dans  ce  cas,  en  eíTet,  x-\-iy  serait  fon- 
ction  algébrique  áe,  p{\-\-ioi)  et  ses  dérivées,  par  conséquent, 
dans  nolre  cas,  fonction  algébrique  de  r^. 

Mais  il  faut  pour  tout  cela,  deux  conditions,  la  première,  en 
employant  les  notations  d'HALPHEN  (*),  peut  s'écrire 

^m(i')  =  0,  {a) 

la  seconde  est 

De  (b)  on  en  déduit  qui  s'il  existe  un  courbe  algébrique  elle 
doit  étre  fermée  et  lelle  que  Tangle  des  rayons  minimum  con- 

ji 
sécutifs  soit  précisémenl  les  —  de  la  circonférence,  c'est-h-dire 

ni 

que  la  courbe  se  ferme  après  des  branclies  congruentes  en  fai- 
sant  n  fois  le  tour  du  cilindre.  En  effet:  La  condition  de  ferme- 
ture  après  ?//  branclies  en  faisant  w'  tours,  est 

4-  360  =  2wi  —  r^  4;i  +  i  (—  //  (h-,)  -  h  {v^ 


(')   Fondions  elliptiques,  tome  j,  p.  96  et  220, 


27 


2n 


Si  Ton  adniet  que  la  courbe  est  algébrique,  v  = ia  cl  Ton  a 


cVoú 


ni 


i  — p  =-- 1 

m  J. 


/4ri  —  i'C{v) 


In    tV'2 


m    ivi 
2n    tJ 


?;(m?i); 


n'        n 


m       m 


II  est  evidenl  que  la  courbe  peut  être  fermée  avec  toutes  ses 
homotétiques,    mais   en  general,    elle  ne   será  point  algébrique 

car  (a)  et  (p)  doivent  étre  vérifiées  pour  une  seule  valeur  de  -^, 

n  et  m  élant  entiers.  Par  exemple,  le  cas  7i  =  1 ,  m  =  /i  conduil 
a  une  valeur  de  v  qui  n'est  pas  la  quatrième  partie  de  2^^•-2,  on 
ce  qui  revient  au  mème  (a)  et  [b)  sont  incompalibles.  En  eíTet, 
puisque 


p  \-^)  =-  í3  —  /«2  —  ez  \/eK 


■n 


Ia  condition  (a)  peut  ètre  substitué  par  la  suivante  (courbe  ex- 
térieure) 


—  y  =  Zl  —j  —  V/(Za  —  Zl)  (Z*  —  Zl) 


ou  Dien 


Z\  Za  Zf, 


(^) 


D'autre  part,  si  m  =  2íj,  de 


a  (<7^•) 


o{v)'i 


on  en  déduit 


2;(i))  —  ^{qv)  =  — ^wTv 
q  q'    íjíí') 


et  dans  notre  cas,  y  =  2,  la  condition  {b)  se  transforme  en  la 
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suivante  (^) 

i  V  Ari  ■■ 
et,  puisque  W^  (r)  =  — //  (v). 


W2 


T. 


f4  yJir^  -_  P"  ^''^  =      P'  ^^)      =  ~  '''^  ^^^  +  ^^^ 


d'oò 


p'{v)        p{v)  —  ez 


3zi. 


—  21 

^4 


(«f) 


Les  conditions  (c)  et  {<l)  sont  évideinnient  incompalibles. 

Une  aiialyse  pareilUí  s'appliqae  aux  courbes  intéiieures.  II  eu 
resulte  que,  quand  elles  se  fernient,  elles  sont,  en  general,  trans- 
cendentes. 


(1)  Voir  Halphen,  l,  c,  tome  ii,  p.  280. 


SUR  DEUX  TRANSFORMATIONS  DE  COURBES  PLANES 


PAR 


L.  Braudé 

à  Bierstadt-Wiesbaden 


I 

1.  Quand  on  projette  chaque  poínt  de  la  circonférence 

(1)  í»l2  +  2/i2  =  «2 

sur  les  axes  des  coordonnées  et  qu'on  mène  une  droite  par  les 
projections,  on  a  comme  enveloppe  de  cette  droite  rastroide(^), 
dont  léqualion  tangentielle  est 

(2)  -V  +  ^  =  «-' 

car  les  coordonnées  tangentielles  de  ces  droites  sont 

(3)  u  = ,     v  = 


Xi  3/1 

Dans  ce  qui  suit  nous  allons  appliquer  cette  conslruction  à 
une  courbe  plane  F,  en  projetant  le  point  variable  P  de  F  mr  les 
axes  des  coordonnées  et  en  cherchant  ienveloppe  Fi  de  la  droite, 
menée  par  les  projections. 

Lorsque  Téqualion  cartésienne  de  F  est 

(4)  l\x,y)=^>ò. 


(•j  Voir:  Gomes  Teixeika,  Traitd  des  courbes  spéciaUs  remarqxiahles , 
planes  et  gaúches.  Coímbre,  1909,  t.  ii,  p.  23;  G.  Loria,  Spezielle  algebraische 
und  tramzendente  ebene  Kiirven,  2.  Auflage,  Leipzig,  1910,  t.  i,  S.  2(34  ff ; 
H.  WiELEiTNEE,  Spczíelle  ebene  Kurven.  Leipzig,  1908,  S.  110  ff. 
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l'équalion  tangentielle  de  Fi  est 

et  la  représentation  parainètrique  des  coordonnées  cartésiennes 
de  Fi  est: 


C  -  «^^' 


(6) 


"n  =  — - — r 
y  —  ^y 


Cette  transformation  se  trouve,  appliquée  à  l'ellipse,  dans 
loeuvre  de  Mr.  F.  G.  Teixeira  (*),  la  transformation  reciproque, 
oú  Ton  i'egarde  les  ségments  axiais  des  tangentes  d'une  courbe 
conime  coordonnées  d' une  autre,  est  menlionnée  aux  ceuvres 
de  Mr,  G.  Loria  (-)  el  de  Mr.  H.  Wieleitiner  (3)-,  mais  en  consi- 
dérant  d'autres  courbes  connues  nous  aurons  quelques  résultats 
intéressants. 

2.  Lorsque  F  est  une  courbe  alg;ébrique  de  1'ordre  n,  la 
classe  est  ^7i(n —  1),  alors  la  classe  de  \\  est  ^2w  et  Tordre 
^2n(2«-  I). 

Lorsque  F  est  une  courbe  unicursale  de  la  classe  v,  Fordre  de 

Fi  est  compris  entre  2(v— 1)  et  2  (v — l)~ir(^^  —  ^)'  ^'^st-à-dire 

71+  1,  suivant  que  F  n'a  pas  de  points  d'iuflexion   ou  en  a  le 
nombre  maximum.   L'ordie  de  Fi  será  aussi  diminué,  quand  F 
contient  Torigine  ou  les  points  cvcliques. 
Soit  Féquation  polaire  de  i^ 

(7)  r  =  ^e^). 

Alors  la  tangente  de  Fi  aura  Péqualion  «magique»  (*): 

(8)  X  sinçp-f  ^coscp  —  sincp  coscp/'((p)  =  O, 


(')  TKIXEIItA,  loC.  Cit.,  t.   II,  p.  339. 

(^)  l^iKiA,  luc   eit.,  t.  I,  p.  1^27. 

(^)  WiEi.EiTNEu,  loc.  cit ,  p.  20  et  21. 

(*)  W.  P.  HiERN,  Oii  the  magicai  equaíion  to  lhe  tangent  ofa  curve  (Quart, 


31 


On  appelle  la  courbe  (*) 
(9)  4>^!Bsincp  +  2/coscp-[^(çp)  +  /-,(cp)]^0 

la  courbe  resultante  des  courbes  composantes: 

!^i  =  £C  sin  '2-\ry  cos  o  —  /i  (':j)  =  O, 

De  là,  on  trouve: 

La  dérivée  Fi  de  la  cissoide 

(11)  ^•=/i(?)+^ef) 

est  la  courbe  resultante  des  dérivées  des  courbes  fondanientales 

f  '•2=/2('f). 

3.   Coinme  preniier  exemple  nous  regardons  la  circonférence 

(13)  V'^{x,-ay'  +  {y,-b)^-c^'=^0, 

représentée  par 

(I4j  a?i  =  a  +  c  cos  et,      ?/i  =  i   p  <^  sin  cp. 

La  tangente  de  l^i  est: 

(15)  ^      I      y     _^\ 

a-\-  c  cos  '^         ^  -{-  <?  si  n  Cp  ' 

d'ou  il  resulte  la  représentation  paramétrique: 

Ícos  Cp  («  -j-  c  cos  cp)- 
\C  =  - — i 

a  cos  cp  +  6  sni  cp  4  ■  c- 
sin  cp(Ã  +  c  sin  cp)"^ 
i         a  cos  '-p  +  ^  sin  cp  -j-  c ' 


Journ.  Math.,  vi,  1864).  Loria,  íoc.  cíí.,  ii,  S.  2õõ.  SEnuKT-ScincFFKus,  Di^. 
und  Integr.  Eechnung,  iii.  Auflage.  Leipzig,  190G,  i,  p.  357. 

(•)  Aousr,  Analyse  inf.  des  courbes  2danes.  Paris,  1873,  p.  53.  Mais  le 
géomètre  Jakou  Steiner  a  donné  une  définition  quelque  teirips  plutôt.  La 
représentation  (9),  (10)  fut  appliquée  par  M.  P.  Ernst,  Die  Aoustsche  Re- 
sultantenkurce,  Jahresb.   der  K.  K.   Oòeirealschule,   Wien,  xv,  1908-   voir 

auási  larticie  de  Tauteur:    Úber  Roll-uad  Fusspunktkurven,  Kend.  Ciro 
Mat.  Pai.,  1912,  p.  280-287. 
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L'équation  tangenlielle  est,  cVaprès  (4)  et  (5): 


í+^T+Ít+^T-^' 


ou 


( 1  8)  «^2^,2  (^2  +  ^2  _  ^2^)  _  2uv  (au  +  bv)  +  (w2  -f-  í,2)  =  0. 

Nous  aurons  donc  une  sextique  de  la  classe  4  ;  elle  est  uni- 
cursale.  Elle  a  des  points  réels  dans  rinfini  ou  non,  suivant  que 
^2_|_^2>^2.  c'est-à-dire  suivant  que  Torigine  est  hors  de  la  cir- 
coníérénce  ou  non,  Le  cas  spécial  a"^ -\- ò- =  c^ ,  quand  1  origine 
est  située  sur  la  circonférence,  será  regardé  plus  lard.  Lorsque 


Fig   1 

a  =- O  ou  />'  =  0,  Tcnveloppc  est  syuiétrique  à  Taxe  des  x  ou 
des  ?/,  lorsque  «  +  ^=^0,  les  droites  a;  +  ^  =  0  seront  des  axes 
de  syniélrie, 

Les  foiMues  caractérislicpies,  doiit  on  reconnait  celles  sans 
asvniplotes  réelles  comnie  généralisalions  des  astroides,  sont 
représentées  par  les  figs.  1  et  2.  Les  axes  sont  toujours  des 
tangentes  doiibies;  quand  elles  sont  des  axes  de  syniétrie,  elles 
louchent  aux  rebroussenients, 

Lorsque  a  =  c  ou  ^  =  c,  la  circonférence  touche  une  axe,  Au 
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premiei'   cas   la    représeiilaliíin    esi,    d'après    (IC),    en    faisant 


(19) 


x  = 


y  = 


Tl  est  donc  une  quinlique  unicurude  de  Ia  classe  4.  Ses  deux 
rebroussements  sont  toujours  réels;  elle  a  deux  formes  difTé- 
renles,  selon  que  Taxe  non  touchanle  coupe  la  ciicoiiféience 
ou  non  (fig.  2,  c,  d).  Les  sexliípies  ont  six  rebroussemeuls, 
dont  aucun  (fig.  1  d),  deux  (íig;.  1  h,  <?),  ou  qualic  (fig^.  I  a) 
sont  réels. 


Lorsípie  a^=b^=c,  la  circoníérence  touche  les  deux  axes  et 
d'après  (19),  on  aura 

2^(1-0 


(20) 


,£C  = 


y 


(i+ty 


L'enveloppe  est  alors  une  quai tique  unicursale ,  svmélrique  à  la 
VoL.  VIII  —  N.°  1  3 


u 


droilo  x^=y\  Ics  points  (íci -- O,  ?/i  =  «),  (?/i  =  O,  X{^=d)  sont 
des  points  d'inflexion.  Sur  Taxe  de  syniélrie  elle  a  un  poinl 
isole,  en  outre  deux  rebroussements  réels,  correspondant  aux 
Solutions  de  Téquation  3/-_4/_l=:0,  La  forme  de  la  courbe 
est  celle  du  «bicorne»  (^). 

4.  Au  lieu  de  regarder  le  cas  a'-\-b''-^c^  du  numtTO  précé- 
dent,  nous  vouions  choisir  eonime  T  la  cubique  circulaire  uni- 
cursale : 

(21)  cc  (a;2  +  y'^)  +  ax-  4"  bxy  +  cy"^  =  O . 
L'équation  langenlielle  de  Fi  est  alors : 

(22)  u{av^--\-buv-\-cu^)-{u''^v'^)  =  Q, 
dont  la  polairc  reciproque 

(23)  X  {ay"'  +  bxy  +  cx"-)  -  («-  +  ?/-)  =  O 
a  comnie  inverse  la  quartique  unioursale: 

(24)  {x'''-\-y'^f-x{ax^'-^bxy-\-cy^)=0. 

Celte  podaire  de  Ti  est  cissoide  dun  cercle  et  du  trifolium  rt- 
^ulier;  alors  V\  est  une  bypocycioide  à  trois  rebroussements, 
dont  Taxe  des  x  est  une  tangente.  La  variation  de  a  :  b  :  c  en- 
gendre oo"^  cubiques  de  formes  diíTérentes^  d'après  un  tliéo- 
rème  de  Lagueíihe  (-),  nous  aurons  donc  une  génération  infinie 
de  Tordre  3: 

Lorsquon  projette  chaque  point  P  de  la  cubique  (21)  sur  les 
axes  des  cooidonn/es  et  on  mine  par  la  projection  sur  Vaxe  des  y  une 
droile  qui  forme  avec  la  droite  menie  par  les  projeclions  un  angle 
conslanl  a,  l'enveloppe  de  ces  droiles,  par  exemple  (a  =  0)  de  la 
droile  menée  par  les  projeclions,  est  une  hypocycloide  a  trois  re- 
broussements, dont  rextension  ne  dcpend  pas  de  la  valcur  de  a. 

l'our  la  cissoide  (3)  de  Dioclès  [a  =  b  =  0)  on  aura,  si  a  =  0, 
une  enveloppe  svmétrique  ;i  i'axe  des  o?;  elle  a  dans  loriginc 
un  i"ebroussemenl  comme  la  cissoide. 


(1)  Teixkiua,  loc.  cit.,  I,  p.  310;  Wikleitnek,  loc.  cit.,  p.  82;  Loiíia,  loc. 
cit.,  I,  p.  152. 

(~)  Sur  quelques  propriétés  de  Vhypocycloide  à  trois  poluís  de  rebrousse- 
ments. Buli.  soe.  math.  France,  1S79;  Oeuvres,  t.  i,  p.  580. 

(^)  Teixeira,  loc.  cit.,  t.  i,  p.  1  if;  Loria,  loc.  cit.,  i,  p.  36;  Wieleitner, 
p  42. 
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Soit  enfin  c  =  0  dans  l'équation  (21).  Alors  la  cubique  est 
déconiposée  dans  la  droite  x=0  et  la  circonlérence 

(25)  x^-\-f  +  ax^òy  =  0 

menée  par  Torigine,  Alors  nous  aurons  le  ihéorème: 

Lorsque  I*i  et  P-2  aonl  les  projections  dun  poinl  variable  P  de 
la  circonférence  (25),  Venveloppe  de  la  droite,  menée  par  Pj  ou  P^ 
el  fonuanl  un  an^le  conslant  a  avec  la  droile  P1P2,  est  une 
hypocycloide  h  trois  rebrousse?nenís,  donl  l'extension  ne  dépend  pas 
de  la  valeur  de  a\  pour  a  =  O,  on  aura  riiypocycloide  comine  en- 
veloppe  de  PiP-2. 

En  regardant  Téquation  polaire  de  (25) 


(26)  r  =  r/sin(cp  +  9o)      \d=\^a--^b^,\ 


h 


a 


la  podaire  de  Tenveloppe  a  =  0  esl  le  trifolium  oblique 
(21)  p  =  í/  sin  'O  cos  cp  sin  (o  -j-  cpo). 

L'expression  du  rayon  de  courbure  est 

(28)  «"P  +  $^ 

alors  on  aura  coninie  radiale  le  trifolium  régulier  (^): 

(29)  R  =  2r/cos(3c(i  +  (po) 

d'oii    on    reconnait    bien    Tindépendance    de    Textension    de    a 
et  de  cfo-  ( Le  cas  spécial  <po  =  —  est  represente  par  í\g.  2  a.\ 

5.  L'enveloppe  Fi  de  la  courbe  de  Lamé  (2) 


(')  Teixeira,  loc.  cif.,  t.  i,  p.  302;  Wieleitner,  loc.  cit.,  p.  149;   Loria, 
loc.  cit.,  t.  I,  p.  107. 

(')  LoKiA,  loc.  cit.,  t.  I,  p.  337. 


3fi 
est  une  autre  courbe  de  Lamé  : 

par  exemple  pour  Tellipse 


(32) 

on  aura  la  sextique 

(33) 


2 


fv+d»'- 


avec  quatie  rebroussements  réeis  aux  sonimels  de  rellipse;  elle 
est  la  développée  d'une  aulre  ellipse. 

Lorsque  on  fait   lourner  l'ellipse  aulour  du   centre  de  sorte 
que  la  représenration  paraniétrique  soit: 


(34) 


l  a?!  =  rt  cos  a  cos  cp  —  Ij  sin  a  sin  cp, 
[  y\  =  a  sin  a  cos  cp  -j-  ^  cos  a  sin  cp, 

Ia  représentalion  de  li  est: 

ífl/>a;  =  (rtcosacoscp— /(sin  a  cos  cp)^  (/» cos  a  cos  çp — a  sin  asincp), 
'aby  =  (asm  acoscp-f  ^cosacoscp)^(^  sin  a  cos  cp-|-«  cos  asincp), 

ou  Ton  reconnait  bitn  Tenveloppe  connne  généralisation  de  (33) 


(35) 


a  =  0,  a  =  — 1.    La  foi'ine  de  (35)  est  égale  à  celle  de  la  dé- 

rivée  correspondanie  du  cercle. 

Lorsque  Tellipse  touclie  un  axe  des  coordonnées,  Tenveloppe 
est  une  (jm/itHjue  unícursale;  lorsqu'elie  contient  Toiigine  ou 
aura  une  quarlique  Iricusípidale.  Si  ^-<]0,  (32)  est  une  liyper- 
bole,  (33)  será  la  développée  d'une  autre  hyperbole. 

Le  lecteur  trouvera  sans  peine  que  la  dérivée  de  la  courbe 
cappa  (1) 


(36) 


r  = 


fl  tgcp 


(1)  Teixeira,  loc.  ciL,  t.  i,  p.  274;  Loria,  loc.  cit.,  i,  p.  19G;  Wieleitner, 
p.  74. 
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est  rastéroide  oblique,   nonimée  (*)  croix  de  Malte,   celle  de  la 
radiale  de  la  parabole  (^) 

(37)  r^^T- 

cos-*  çp 

será  la  développée  dune  autre  parabole,  etc. 

Lorsqu'on  piojelte  le  point  variable  P  de  la  courbe  F  sur 
Taxe  des  x,  Tenveloppe  de  la  parallèle  au  ravoíi  vecteur,  menée 
par  cette  projection,  est  syniélrique  h  l"enveloppe  Ti  par  rap- 
port  à  Taxe  des  x. 

II 

6.  Nous  allons  niaintenant  considérer  une  transformation  qui 
nous  fera  recoiinailre  quelqiies  relations  entre  des  coui'bes  trans- 
eendantes  et  algébri(|ues. 

Nous  projetons  chague  point  P  ile  la  courhe  V  sur  Vaxe  des  x 
ou  des  y  et  vienons  par  la  projection  une  parallèle  a  la  tangente 
ou  à  la  normale  de  T;  quelle  est  l'enveloppe  de  ces  parallèles? 

Lorsque  Téquation  cartésienne  de  F  est 

(38)  y  =  r{x), 

la  droite  nienée   par  P  (cc,  0),  parallèle  a  la  tangente  de  F,  a 
réquation 

(39)  ■n-ly'^-xy^  =  0, 

d'ou  Ton  a  la  représentation  paraniétrique  de  l'eiiveloppe  Ki : 

Vj" 

En  introduisant  le  rayon  de  courbure  R  et  tgcp  =  y,  on  aura 

X  -|-  K  sin  K>oos-cp, 
•/(  =  R  sin'^cpcoscp, 


(^)  L.  Crélier,  Systhnes  cinématiquea.  Paris,  1911,  p.  75, 
(~)  LoitiA,  loc.  cit.,  t.  I,  p.  93, 
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d'oíi  il  resulte; 


(42)  v/(^  — íc)2  +  yj2  =  Rsinípcoscp. 

On  trouve  donc  : 

Lorsque  A.  est  la  projection  de  P(x,  y)  et  B  celle  du  centre  de 
courbure  de  P  suv  V axe  des  x,  la  projection  C  de  B  sur  la  droite 
(39)  est  le  point  correspondant  de  l'enveloppe  de  (39). 

De  là  resulte : 

L'enveloppe  Ki  de  la  dcveloppie  de  F  est  la  développée  de  lenve- 
loppe  Kl  de  T .  De  mème  la  rectificalion  de  K|  dépend  de  celle  de  F, 
conime  on  le  reconnait  bien  dans  cette  conslruction. 

La  dérivre  Ki  de  la  courbe  resultante  V  de  T{,  F2,  .  •  •  F„  est 
la  courbe  resultante  des  dérivres  Ki  de  Fi,  F2,  .  .  .  F„.  Par  exemple, 
la  dtrivée  Kj  de  la  développoide  (*)  (a)  de  F  est  la  développoide  (a) 
de  la  dêrivée  Ki  de  F. 

Les  coordonnées  intrinsèques  de  Ki  sont: 

!s'  =^  fch  (B 1  sin  'i  cos  ';>  +  3R  eos^  o  —  R), 
R'=  Bj  sin  cp  cos  <p  -f~  3B  cos^  cp  —  B. 

Quand  on  mène  par  P-2  (O,  y)  une  parallèle  a  la  tang^ente 
de  F,  Fenveloppe  Ki  a  la  représentalion  analogue : 

V"  ' 

('iO') 

ou 


í  ?  ==  —  B  sin  9  cos^  o, 

(il')  p  ;      ^ 

f  'q  =  f/  —  B  sin^  (p  cos  cp. 

Les  enveloppes  des  droites  parallèles  aux  normales  ont  des 
représentalions    coiiespondanlcs ;    consliuction    de    (10')    voir 

7.  Lorsque  F  est  une  courbe  algébrique,  toutes  les  enveloppes 
sont   aussi  algébriques   de   mème   genre.    Mais,    si   F    est   une 


(>)  LoRiA,  loc.  cit.,  t.  II,  p.  261;  Acuax,  loc.  cit ,  p.  77. 
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courbe  trauscendante,  qui  satisfait  à  une  équalion  diílérenlielle 
algébrique 

cly 


(44) 
ou 

(4  5) 


F    íc, 


dx 


O 


*U'l'-°' 


Kl  et  K2  sout,  comnie  les  autres  enveloppes,  algébriques. 


Fig,  ;5 

Mr.  K.  KosTLiN  a  piiblié  dans  sa  ibèse  Irès  inléressante  (')  le 
lliéoròme: 

Lorsquon  projelle  le  point  P'  de  V anlévolule  (^)  de  la  courbe  algé- 
brique  F,  correspondant  au  point  Y*  de  1',  sur  laxe  des  x  et  on  mene 
par  cctle  projectioji  une  parallele  a  la  norviale  de  P,  Venveloppe  de 
ces  parallèles  est  une  courbe  algcbrique  qui  est  algébriquement  récti- 
ficable. 


(1)  Úber  eine  Deutung  der  Gleichung,  die  zirischen  dem  Bogen  und  dem 
Neigungsirinkel  der  Tangente  im  EndpunJd  des  Bogens  einer  ehenen  Kurve 
hesteht.  Dissertation.  Tiibingen,  1907,  p.  29. 

(-)  Lieu  des  points  syinétiiques  aux  centres  de  courbure  par  rapport  à 
la  tangente  correspondante;  elle  est  une  «développée  iniparfaite».  Voir 
thèse  de  Tauteiir,  Úber  einige  Verallg  des  Begr.  der  Mannheimscheii  Kurve, 
Heidelberg,  1911,  p.  18,  ou:  I.cs  dévelojjpées  imparfaifes  des  S2)írales  siuu- 
ioides,  des  courbes  de  Ribaucour  et  des  coniqiies.  Giornale  Battaglini,  1912. 
p.  310. 
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Soit  donc  r  une  courbe  de  Ribaucour  (^),  pour  laquelle  le 
rayon  de  courbure  est  proportionel  à  la  nonnale,  rapporíée  à  Vaxe 
cies  X.  Lorsque  le  rayon  de  courbure  R  et  la  normale  N  satis- 
font  à  1'équalion 


(46) 


R  =  (wH-í)N. 


la  courbe  será  algébrique  ou  transcendanle  suivant  que  m  aura 
les  formes 

m  =  2?i  et     m=  —  1n~\-\ 


ou 


m 


\n  4-1      Pt     7)1  =  —  2n 


ou  n  est  nonibre  entier. 

Les  coordonnées  cartésicnnes  sont  alors  :  (^) 


(47) 


x  =  c(^in-\-  í )  /'sin'"+*  çp  t/cp, 
y  =  c  sin'"+i  cp, 


et  léquation  magique  de  Tenveloppe  Kg  será: 

(48)  ^coscp  —  yj  sin  çp  +  csin'"+^cp  =  0, 

elle  est  donc  toujours  algébrique,  si  ni  est  nombre  entier.  La  po- 
daire  de  K^  est  une  courbe  mulliplicatrix  de  Ci.airaut  (^),  en 
nième  teiups  radiale  d'une  autre  courbe  de  Ribalcour. 

Lorsque  m  est  nombre  entiei'  positif  impair,  1'enveloppe  a 
une  qualité  três  interessante,  publiée  par  Mr.  E.  KosTLI^  (*).  II 
será  donc  remarquable  de  Irouver  une  nouvelle  génération  de 
ces  courbes  à  laide  de  courbes  bien  connues. 


8.  Si  m  =  1 ,  Ia  courbe  de  Ribaucour  est  une  cycloide,  repré- 
senlée  par 


(ií.)) 


x  =  a  (cp  —  sincp), 
y  =  a{\  —  coscp), 


(1)  Teixeira,  loc.  cit.,  t.  ii,  p.  282;  Loria,  loc.  cit.,  t.  ii,  p.  137. 

(2)  Loria,  loc.  cit.,  t.  ii,  p   138. 

(3)  Loria,  loc.  cit.,  t  i,  p.  379;  P,  Ernst,  Die  Clairaulschcn  Multiplika- 
trixkurven.  Archiv  Math.  Phys  ,  ni,  lõ,  1909;  C.  de  Jans,  Les  multiplica- 
trices  de  Glairaut,  Gand,  1912. 

(4)  Thèse,  p.  54. 


41 


dont  les  développées  iniparfaites  sont  des  trochoides,  soit 


(50) 


3/  =  «^^-py(l-coscp). 


La  podaire  de  K2  est  le  folium  simple  (*),  K2  est  alors  une 
hypocycloide  a  Irois  rebroussements.  Nous  Irouvons  donc : 

Lorsqu^on  vrojelle  chaque  point  P  de  la  cycloide  raccourcie  ou 
allongée  (50)  sur  les  axes  cies  y  et  on  mine  par  la  projection  une  pa- 
rallele  a  la  tangente  de  la  cycloide,  l'enveloppe  est  une  hypocycloide 
à  troís  rebroussements.  Pour  X  =  — 2,  on  a  la  génération  publiée 
par  M.  E.  Kostlin(^);  mais  on  trouve  bien  qu'il  est  pkis  simple 
de  projeter  le  point  conespondant  de  la  cycloide  (49)  sur  l*axe 
des  y. 

Si  m  =  — 2,  la  courbe  de  Kibaucour  est  une  chaínetle  (^),  et 
nous  trouvons: 

Lorsqu'on  projette  cbaque  point  de  la  chatnette 

(51)  y^^if^-e''^ 

sur  Taxe  des  y  et  on  mène  par  la  projection  une  parallèle  à  la 
tangente,  Tenveloppe  est  une  circoníérence,  symétrique  au  cercie 
oscula teur  du  sommet. 

9.   Pour  la  sinusóide  (^) 

(52)  y=^ú\\nx 

on  aura  comme  K2  líi  quartique  unicursale 

(53)  ?/2(l+/iV)==(I+nVj2-, 

si  w==l,  elle  se  décompose  en  deux  droites  imaginaires  et  Xliy- 


(')  Teixeira,  loc.  cit.,  t.  i,  p.  297;  Wieleitner,  loc.  cit.,  p.  152.  C.  de 
Jans,  loc.  cit. 

(2)    These,  p.  53. 

P)  Teixeira,  loc.  cit.,  t.  11,  p.  U-19;  Loria,  loc.  cit.,  t.  11,  p.  203. 

{'')  Teixeira,  loc.  cit..,  t.  11,  p.  28-35;  Loria,  loc.  cit.,  t.  11,  p.  13. 


42 


1 


perbole  cquilalhe . 
(54) 


ds 


La  tractricei^),  dont  la  tangente  y-f  est  constante,  aura  donc 

pour  Ka  une  courbe,  pour  laquelle  la  tangente,  coniprise  entre 
íes  axes  de  cooidonnées  est  constante.  Cest  une  astroide,  dont 
un  rebroussenienl  coincide  avec  celui  de  la  tractrice;  deux  au- 
tres  sont  situées  sur  Taxes  des  x.  Mais  c'est  seulement  la  nioitié 
supérieure  de  1'astroíde,  qui  correspond  à  toute  la  tractrice. 
Nous  trouvons  donc  plusieurs  générations  de  courbes  reinar- 
quables  et  des  relations  entre  des  courbes  algébriques  et  trans- 
cendantcs,  (jui  ne  sont  pas  trop  frequentes. 

Bierstadt,  septembre  1912. 


(l)  Tkixeira,  loc.  cit.,  t.  II,  p.  VJ. 
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PRELIMINAR 

O  Calculo  das  Probabilidades,  creado,  quasi  exclusivamente, 
para  o  campo  dos  jogos  aleatórios,  conservou-se  assim,  até  ha 
uns  cincoenla  annos,  como  que  afastado  do  plano  scientifico; 
embora  estivesse,  desde  o  seu  principio,  ligado  a  elle  pela  sua 
constituição  mathematica,  que  teve  um  considerável  desenvol- 
vimento em  Laplace  e  em  quasi  todos  os  mathematicos  notáveis 
do  seu  tempo.  Hoje,  pelo  contrario,  este  ramo  das  mathematicas 
é  de  um  dominio  scientifico  quasi  geral,  depois  que  não  só  a 
Theoria  dos  Erros  das  Obseivacões,  como  também  a  Estatística , 
ahi  lançaram  as  suas  raizes  e  ahi  se  constituíram  e  desenvol- 
veram. 

A  theoria  dos  erros,  já  representada  rudimentarmente  na 
pratica  provável  das  medias,  cíesde  o  inicio  das  sciencias  de 
observação,  foi  definitivamente  formada  no  seio  das  Probabili- 
dades por  Gauss,  na  primeira  metade  do  passado  século  xix ; 
e  é  hoje  um  auxiliar  indispensável,  e  por  isso  geral,  na  pratica 
das  observações  scientificas.  E  como  que  a  esse  espelho  com- 
pôs-se  em  seguida  a  Theoria  Estatística,  que  vem  actualmente 
invadindo  successivamente  todo  o  campo  de  estudo,  especial- 
mente o  das  sciencias  naturaes,  sociaes  e  politicas,  onde  quasi 
só  se  admilte  hoje  como  seguro  o  que  tem  a  sua  comprovação 
no  meio  estatístico. 

Porisso,  independentemente  da  enorme  importância  actual  de 


(1)  Manuscripto  incompleto  encontrado  entre  os  papeis  do  auetor,  de- 
pois da  sua  morte. 
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outras  conhecidas  applicações  das  Probabilidades  ao  mutualismo 
social,  o  Calculo  das  Piobabilidades  tem  boje,  propriamente  no 
quadro  scientifico,  uma  funcção  essencial,  intensa  e  extensa- 
mente fecunda. 

Mas  as  noções  fundamentaes  das  Probabilidades,  estabele- 
cidas exclusivamente  para  aquelle  primitivo  fim  aleatório,  res- 
iriclo  e  artificial  por  assim  dizer,  não  correspondem  natural- 
mente a  esta  funcção  scientifica  tão  extensa ;  e  esse  defeito 
elementar  reflecte-se  depois  necessariamente  nas  constituições 
iheoricas  subsequentes. 

Todo  este  plano  de  estudos  necessita  portanto  de  uma  re- 
forma. 

Alem  da  primitiva  região  artificial  dos  jogos  aleatórios,  o 
Calculo  das  Probabilidades  abrange  o  campo  natural  dos  Phe- 
nomenos.  E  é  exclusivamente  a  este  vasto  campo  que  pertencem 
aquellas  tlieorias  scientiíicas,  baseadas  nos  celebres  tlieoremas 
de  Hkkinouli.i  relativos  á  repetição  phenomenal. 

É  por  isso  necessarit)  distinguir  nos  elementos  as  duas  re- 
giões e  estender  adequadamente  a  uma  e  outra  as  noções  es- 
senciaes. 

De  mais,  os  theoremas  de  BER^ouLLI,  como  que  enxertados  no 
Calculo  das  Probabilidades  aleatórias  quasi  desde  os  seus  iní- 
cios, formando  um  capitulo  julgado  menos  orlhodoxo,  ahi  per- 
manecem confusamente,  sem  o  devido  apreço  em  si  e  nas  suas 
consequências,  Elles  repi"esentam  no  entanto,  como  fica  dito, 
uma  nova  orientação  das  Probalidades  de  muito  mais  vastos 
liorisontes  scintificos  que  a  primeira  de  Laplace,  aparte  o  ca- 
racter clássico  e  typico  que  esta  justamente  conserva  no  as- 
sumpto. 

Inqiorta  portanto  dar  a  taes  theoremas  o  seu  logar  e  valor 
fundamentaes. 

Finalmente  a  dependência  das  duas  iheorias  está,  por  assim 
dizer,  invertida.  Aquella  composição  virtual  da  estatística  em 
face  da  Theoria  dos  Erros,  representa  as  affinidades  que  as  duas 
theorias  tem  realmente  entre  si  e  com  ellas  os  theoremas  de 
Bernoulli.  a  repetirão  dos  phenomenos,  a  que  estes  se  referem, 
é  com  elfeilo  o  campo  objectivo  commum  das  duas  constitui- 
ções tlieoricas,  considerado  naturalmente  o  erro  da  observação 
como  um  phenomeno  que  o  acompanha.  Mas  é  certo  que  Gauss 
lelacionando  essencialmente  a  Theoria  dos  Erros  com  esse  campo 
experimental,  comparou  também  ])or  vezes  o  erro  a  uma  perda 
nos  jogos  de  azar,  o  que  imprimiu  em  parte  á  sua  theoria  a 
Índole  mathematica  das  Probabilidades  aleatórias  de  Laplace, 
daiulo-lhe  assim  uma  apparencia  hvbrida  e  confusa. 
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Aquellas  afinitlades  iheoricas  foram  apenas  entrevistas  e  ca- 
recem de  uma  definição  nitida  e  precisa. 

Em  opposição  ao  que  está  feito,  a  Theoria  dos  Erros  deverá 
ser  considerada  como  um  caso  particular  da  Estatislica,  ou 
antes,  como  a  Theoria  Estalislica  do  erro  fortuito. 

Assim  o  temos  entendido  sempre;  e  a  ultima  direcção  que 
seguem  estes  estudos  parece  tender  a  confirma-lo,  embora  não 
ainda  d'um  modo  explicito. 

Devemos  contudo  accrescentar  que  o  principal  movimento 
reformador  da  Theoria  de  Gauss,  firmado  por  Bertrand  e  Poin- 
CARK,  e  por  isso  acompanhado  do  caracter  da  actualidade  e 
sobretudo  do  peso  da  supeiMor  auctoridade  mathematica  dos 
dois  nomes,  é  thrigido  em  sentido  contrario,  pois  que  pretende 
internar  mais  completamente  ainda  a  Theoi-ia  dos  Erros  no 
campo  das  Probabilidades  clássicas. 

l\)r  tudo  quanto  fica  dicto,  julgamos  de  primeira  necessidade 
scientifica  actual  i"eformar  as  noções  estabelecidas  do  Calculo 
das  Probabilidades  de  maneira  a  separar  e  definir  distincta  e 
completamente  as  duas  orientações  de  Laplack  e  de  Beunoulli. 
E  o  que  vamos  tentar  com  o  fim  especial  de  lançar  os  devidos 
fundamentos  á  Theoria  Estatistica,  ainda  em  via  de  formação, 
e  de  lhe  traçar  correspondentemente  o  seu  quadro  de  estudos. 
Mais  tarde  exporemos,  de  harmonia  com  este  e  conveniente- 
mente orientada,  a  Theoria  dos  Erros. 

Tal  é  a  Índole  das  noções  de  Probabilidades  que  vamos 
expor. 

Teremos  de  afaslar-nos,  logo  de  principio,  das  primeiras  no- 
ções adoptadas  substituindo-as  por  outras  mais  extensas  e  com- 
plexas; porque  a  definição  de  Probabilidade  pela  qual  começam 
todos  os  tratados  de  Probabilidades,  ou  antes,  a  traducção  nu- 
mérica fundamental  da  ideia  philosophica  de  l^robabilidade,  não 
é  acceitavel;  não  só  por  confusa  nos  termos  em  que  é  consti- 
luida,  pelo  menos  emquanto  não  se  conhecerem  as  circunstan- 
cias da  região  aleatória  a  que  ella  se  applica  exclusivamente, 
mas  também  porque  não  abrange  assim  a  orientação  de  Ber- 

,NOULLI. 

E  d'esle  modo,  se  tal  definição  é  insufficiente  quando  se  con- 
sidera o  corpo  total  do  estudo  das  Pi()bal)ilidades,  menos  cabe 
ainda  á  orientação  exclusiva  que  vamos  ter  em  vista. 
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Noções  elementares 

Casualidade. — Para  esiabelecer  as  noções  elementares  do 
Calculo  (las  Probalidades  deve  começar-se  por  exlerioiisar  as 
ideias  de  cerlesa  e  de  duvida,  que  se  distinguem  na  Psychologia 
sob  o  ponto  de  visla  subjectivo. 

Designa  ahi  a  certesa  o  estado  psychologico  correspondente 
á  posse  consciente  ou  conliecimenio  da  verdade,  quer  pela  luz 
immediatamente  suggestiva  da  intuição  quer  pela  força  persua- 
siva da  demonstração  i'acional  ou  das  provas  positivas.  E  cor- 
responde a  duvida  a  uma  divergência  psycbica,  egualmente 
consciente  e  mais  ou  menos  considerável,  da  certesa,  pela  de- 
ficiência, mais  ou  menos  intensa,  do  impulso  intuitivo  ou  per- 
suasivo. 

Estes  estados  subjectivos  podem  referir-se  tanto  a  um  con- 
ceito racional  como  á  realisação  futura  d'um  acontecimento. 

Começaremos  a  exteriorisação  dos  dois  modos  subjectivos 
substituindo-os  por  qualidades  reflectidas  virtualmente  sobre 
um  ou  outro  cPesses  dois  pontos  de  referencia. 

Assim  diremos,  intuitiva  ou  demonstrativamente,  que  uma 
concepção  do  espiíito  é  certa,  constituindo  então  um  axioma  ou 
proposição  racional,  ou  que  tal  concepção  é  apenas  provável, 
conforme  nelle  virmos  a  verdade  com  a  força  psycbica  da  cer- 
tesa ou  só  duvidosamente.  E  qualificaremos  semelbantemente 
um  acontecimento  de  certo  ou  casual,  segundo  pudermos  definir 
no  estado  subjectivo  da  certeza,  ou  só  no  da  duvida,  as  suas 
futuras  realisações,  relativamente  ás  suas  qualidades  caracteiis- 
ticas  e  ás  suas  dependências  essenciaes,  quer  geométricas  quer 
cbronologicas,  isto  é,  segundo  a  sua  previsão  fòr  segura  ou 
apenas  provável. 

Pouco  ou  nenhum  valor  poderá  ter  uma  concepção  do  espi- 
rito a  que  este  não  adhira  com  a  segurança  da  certesa,  embora 
um  dos  mais  notáveis  mathematicos  da  actualidade  (*)  procure 
demonstrar  que,  em  geral,  a  certesa  e  o  rigor  absoluto  falham 
essencialmente  no  cauipo  scientifico,  ainda  mesmo  onde  do- 
minam explicitamente,  pois  que  nos  respectivos  elementos  entra 
sempre  a  hypothese  e  a  convenção.  Alem  de  que  esta  região 
casual,  esseiK-ialmente  subjectiva  ainda  nas  suas  leíerencias,  não 
podeiia,    poi"   isso,    subjeitar-se   a    um    estudo   mathematico  de 


(')  PuiNCARK,  La  science  et  Vhypothese. 
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graduação  da  casualidade  como  é  o  do  Calculo  das  Probabili- 
dades. 

Fica  portanto  este  restringido  exclusivamente  á  previsão  dos 
acontecimentos  casuaes. 

Neste  campo,  ainda  vastissimo,  da  casualidade,  é  fecundo 
como  vae  ver-se  o  trabalho  da  sciencia  relativo  aos  aconteci- 
mentos que  nelle  chamam  a  sua  attenção,  ou  os  phenemenos. 

Theorias  e  Probabilidades.  —  Determinar  a  causa  de  um  phe- 
nomeno  e  evidenciar  a  relação  de  efficiencia  que  a  ella  o  liga, 
isto  é,  estabelecer  a  sua  dedução  racional  ou  constituir  a  sua 
theoria  é,  em  geral,  o  respectivo  trabalho  da  sciencia. 

Esta  orientação  racional  do  estudo  tem  uma  base  positiva 
na  observação,  que  naturalmente  acompanha  o  appaiecimento 
phenomenal  como  primeiro  meio  de  investigação,  porquanto  só 
o  exame  das  qualidades  do  phenomeno  e  do  seu  meio  oílerece 
campo  seguro  á  indagação  da  respectiva  causa.  Bem  como  só 
á  luz  da  observação  do  phenomeno  se  poderá  delinear  a  sua 
dependência  theorica  da  causa  definida. 

Por  outra  parte  o  trabalho  theorico  sancciona  e  completa  o 
resultado  da  observação,  que  assim  o  tem  fundamentado  e  es- 
clarecido, porcjue  o  conhecimento  da  causa  e  do  seu  funccio- 
namento  é  a  via  absoluta  que  se  dirige  á  determinação  previa 
e  intima  do  phenomeno. 

Portanto  se  este  duplo  movimento  de  investigação  scientifica 
se  realisar  satisfatoriamente  o  phenomeno  entrará  na  categoria 
dos  acontecimentos  certos,  isto  é,  poderá  d'ahi  por  deante  pre- 
ver-se  a  repetição  da  sua  realisaçâo  em  todas  as  suas  qualidades 
e  circunstancias  essenciaes. 

Note  se  porem,  antes  de  continuar,  que,  assim  como  o  poder 
da  observação  é  limitado,  também  a  constituição  theorica  é  ge- 
ralmente incompleta,  pelo  menos  de  principio. 

Por  isso  este  esforço  combinado  tia  observação  e  do  racio- 
cínio representa  de  ordinário  apenas  um  meio  de  approximação, 
no  intuito  de  desembaraçar  o  phenomeno  do  seu  caiacter  mys- 
terioso;  podendo,  quando  muito,  essa  approximação  tornar-se 
successiva  com  a  repetição  do  phenomeno.  O  estabelecimento 
de  uma  primeira  theoria  poderá  na  verdade  contluzir,  juncta- 
mente  com  a  intervenção  repelida  da  observação,  á  descoberta 
de  uma  melhor  definição  da  causa,  base  futura  de  uma  nova 
theoria,  que  já  se  approximará  mais  que  a  primeira  do  conhe- 
cimento completo  e  da  certesa  absoluta  do  phenomeno,  que 
limitam  esta  cadeia  successiva  de  esforços. 

Muitas    vezes   ainda    a  observação   não  oíferece    campo  suffi- 
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ciente  para  a  determinação  positiva  da  causa.  Recorre-se  então 
a  hypolheses,  mais  ou  menos  fundadas  ainda  na  observação,  e 
sobre  ellas  estabelece-se  a  tbeoria,  que,  para  uma  acceitação 
satisfatória,  precisa,  nesse  caso,  de  ser  comparada  pela  obser- 
vação posterior.  E,  ao  passo  que  umas  theorias,  assim  consti- 
tuidas  hypothelicamente,  tem  reccl)ido  de  esta  sancção  pratica 
uma  segurança  que  compete  com  a  da  constituição  tbeorica 
positiva,  outras  tem  cabido  por  terra,  quasi  ao  nascer,  ou  de- 
pois de  admitlidas  por  longo  tempo,  dando  então  logar  a  novas - 
theorias,  que  se   sujeitam,   por  sua  vez,  a  provas  semelbanles. 

Tal  é  o  resultado  a  que  a  sciencia  nos  conduz,  no  estudo  dos 
pbenomenos  pelo  duplo  trabalho  da  observação  e  do  raciocinio 
ou  pela  formação  das  respectivas  theorias:  o  conhecimento  e 
certesa,  ao  menos  pratico,  do  phenomeno. 

Mas  acontece  também,  e  é  este  o  caso  mais  frequente,  a  que 
nos  dirigimos,  que  nem  positiva  nem  hypotheticamente  se  pode 
levantar  o  mysterio  do  phenomeno:  a  causa  permanece  occulta, 
ou  pelo  menos  sem  uma  definição  satisfatória,  e  o  phenomeno 
portanto  não  pode  passar  á  categoiia  de  certesa.  Fica  definiti- 
vamente no  campo  scientifico  como  acvntechnenlo  casual. 

Esta  persistência  de  mysterio  é,  por  via  de  regra,  acompa- 
nhada d'uma  grande  complexidade  da  causa,  que,  por  isso  se 
fosse  conhecida,  poderia  decompòr-se  num  múltiplo  systema  de 
causas  pai"ciaes. 

No  campo  scientifico  a  casualidade  dcts  acontecimentos  é  por- 
tanto representada  pela  ignorância  persistente  da  causa,  geral- 
mente muito  complexa  e  portanto  equivalente  a  um  systema  de 
causas  parciaes  muito  numerosas. 

E  d'uma  complexidade  ou  multiplicidade  casual  resulta  ordi- 
nariamente uma  correspondente  variedade  de  producções  ou 
pbenomenos  distinctos,  que  formam  assim  um  systema  phenomenal 
ou  casual 

Neste  caso,  como  no  da  producção  de  um  só  phenomeno, 
concebe-se  ainda  que  se  houver  meio  de  definir  o  systema  de 
causas  e  de  subir  á  concepção  do  seu  funccionamento,  isto  é, 
de  constituir  a  respectiva  tbeoria,  ficará  aberto  o  caminho  que, 
conjunctamente  com  o  da  observação,  conduz  á  conversão  da 
casualidade  do  systema  no  respectivo  conhecimento  e  certesa. 

Se,  ao  contrario,  a  ignorância  da  causa  se  mantém,  como  é 
de  esperar  da  sua  complexidade,  tal  conversão  não  pôde  dar-sé; 
os  pbenomenos  do  systema  permanecem  na  categoria  de  acon- 
tecimentos casuaes,  aparte  a  determinação  das  suas  qualidades 
exteriores  a  que  a  observação  poderá  chegar  em  maior  ou  menor 
grau.   Mas  não  se  estabeleceiá  a  tbeoria  como  meio  scientifico 
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absoluto  de  radicar,  aprofundar  e  desenvolver  esse  conheci- 
mento externo  do  systema  phenomenal  e  de  o  authenticar  com 
a  sanccão  da  certeza. 

Todavia,  ainda  então,  a  sciencia  poderá  realisar  alguma  coisa 
importante. 

A  incerteza  ou  estado  de  duvida  em  que  o  espirito  acompanha 
a  realisação  dos  phenomenos  do  systeina,  podeiá  muitas  ve/.es 
ser  regulada  ou  graduada  pelo  exame  da  facilidade  relativa  da 
producrão  de  cada  um  delles,  quer  dizer,  pela  determinação  nu- 
mérica das  respectivas  probabilidades. 

Tal  é  o  objecto  do  Calculo  das  Probabilidades  na  sua  essência 
elementar  a  que  nmitas  vezes  se  resume. 

São  porem  extensos  os  desenvolvimentos  que  d'estes  ele- 
mentos dimanam  sobre  as  suas  applicações  de  indiscutível  im- 
portância pratica  e  actualidade,  ás  loterias  e  ás  companhias  de 
seguros,  bem  como  á  estatística  em  geral,  e  especialmente  a 
Theoria  dos  erros  de  observação ,  a  que  nos  dirigimos. 

Probabilidades  simples 

Probabilidades  aleatórias.  —  A  região  de  casualidade,  que 
podemos  classificar  de  artificial,  para  a  qual  o  Calculo  das  Pro- 
babilidades foi,  de  principio,  quasi  exclusivamente  creado,  for- 
mando, ainda  hoje,  uma  grande  parte  do  seu  assumpto,  é  cons- 
tituída pelos  jogus  aleatórios,  isto  é,  pelas  urnas,  dados,  jogos 
de  cartas,  etc. 

Este  ramo  das  Probabilidades  tem  a  particularidade  de  que 
os  systeinas  de  acontecimentos  casuaes  que  sobre  taes  origens 
podem  definír-se,  são  todos  essencial  e  explicitamente  ligados 
com  outro  systema  casual,  caraclerisado  pela  egual  probabili- 
dade de  todos  os  respectivos  acontecimentos;  uniformidade  ca- 
sual para  a  qual  reservaremos  a  designação  especial  de  even- 
tualidade. 

Entre  o  systema  casual  e  o  eventual,  que  diremos  conjugados, 
existe  uma  dependência  tal  que  cada  um  dos  acontecimentos 
casuaes  corresponde  necessaiiamente  a  um  certo  numero  de 
eventualidades,  que  se  chamam,  por  isso,  favoráveis  relativa- 
mente ao  respectivo  acontecimento,  e  em  opposição  ás  restantes 
que  se  lhe  dizem  contrarias. 

Assim   em   presença   de   uma    urna   que   contem  n  espheras 

todas  eguaes,  á  parte   a  diversidade  das  suas  cores,   de  modo 

que   a  tiragem  casual   de  uma   pode  egualmente  recahir   sobre 

cada    uma    das    n   consideradas    iiulividualmcnte;    se    b   delias 

VoL,  via  —  N.o  1  4 
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forem  brancas,  p  pretas  e  v  vermelhas,  a  tiragem  de  uma  es- 
phera  de  còr  determinada  conslitue  um  sistema  de  trez  aconte- 
cimentos casuaes,  conjugado  com  um  syslema  de  n  =  b-{-p-\rV 
eventualidades,  correspondendo  h  d'estas  ao  primeiro  aconteci- 
mento (tiragem  de  uma  esphera  branca),  p  ao  segundo  (tiragem 
de  uma  esphera  preta)  e  i^  ao  terceiro  (tiragem  de  uma  esphera 
vermelha). 

E,  á  vista  de  uma  ligação  tão  definida  e  necessária,  as  faci- 
lidades relativas  das  três  tiragens  diíferenles,  ou  as  probabili- 
dades do  systema  casual  tem  uma  repiesentação  nuuíerica 
intuitiva  nos  números  b,  p  e  i-,  ou,   melhor  ainda,  nas  relações 

R--      P-^      P--- 

n  n  ?i 

assim  como  P^  =  —  representa  a  probabilidade  uniforme  do  sys- 
tema eventual. 

Siuiilhantemente,  quando  se  lança  um  dado  sobre  uma  su- 
perficie  plana  horisontal,  é  eventual  que  fique  collocada  supe- 
riormente uma  determinada  das  suas  faces  em  vez  das  outras; 

e  sobre  este  svstema  de  seis  eventualidades,  com  -—   portanto 

D 

de  probabilidades  uniformes,  podem  definir-se  diíferentes  ca- 
sualidades, taes  como  a  de  ficar  superior  um  az  ou  uma  sena, 
que  com  a  contraria,  constituída  pelas  quatro  eventualidades 
restantes  formam  um  systema  casual  de  dois  acontecimentos, 
conjugado  com  o  eventual  de  modo  que  duas  eventualidades 
são  favoráveis  ao  primeiro  acontecimento  (az  ou  sena)  e  as  ou- 
tras quatro  ao  segundo  (duque,  terno,  quadra  e  quina).  A  pro- 

2        1 
babilidade  do  primeiro  é  portanto  -7r  —  -T^  dupla  da  probabili- 

u         o 

4        2 
dade  vmiforme;  e  a  do  segundo  é  — -  =  -^,    dupla    da  primeira 

D  O 

OU  quadrupla  da  uniforme:  razões  que  podiam  prever-se  pela  sua 
simplicidade  intuitiva.  Finalmente  nos  jogos  de  cartas  é  também 
eventual  a  tiragem  de  uma  determinada  d'ellas;  isto  é,  se  em  vez 
da  divisão  nos  quatro  naipes,  compostos,  cada  um,  das  mesmas 
dez  especialidades  conhecidas  (az,  rei,  .  .  .),  se  achassem  as  cartas 
numeiadas  seguidamente  de  um  a  quarenta,  separando  uma  ao 
acaso,  poderia  egualmente  sahir  (jualcjuer  d'esses  números. 
Temos    portanto    um    systema    de    quarenta    eventualidades 

com  - —  de  probabilidade  uniforme.    Este  svstema    pode  rela- 
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cionar-se  com  variados  systemas  casuaes,  provenientes  das  com- 
binações a  que  se  presta  aquella  divisão  do  jogo.  A  tiragem  de 
um  rei,  por  exemplo,  forma  com  a  de  outra  qualquer  das  cartas 
um  systema  de  dois  acontecimentos  casuaes,  conjugados  com  as 
quarenta  eventualidades  de  modo  que,  visto  haver  quatro  reis 

4  1 

e  trinta  e  seis  das  outras  cartas,  é  -rr-  =  -r;r-  a  probabilidade  da 

36         9  40        10      ^ 

sabida  de  um  rei,  e  -r7r  =  -r;r  a  da  sabida  de  outra  carta.  Outra 

40        10 

qualquer  das  dez  especialidades  de  cada  naipe  conduz  á  defi- 
nição de  outro  systema  casual  nas  condições  do  antecedente. 
E  as  dez  especialidades,  a  cada  uma  das  quaes  corresponde 
no  jogo  um  grupo  de  quatro  cartas,  formam,  por  isso,  um 
novo   systema   eventual,    conjugado   também   com   o   primeiro, 

e  de  -—  de  probabilidade  uniforme. 

Se,  ainda  para  definir  o  systema  casual,  alem  da  tiragem  de 
um  rei,  considerarmos  separadamente  as  de  uma  dama,  de  um 
valete,  de  um  az  ou  de  uma  das  cartas  não  illustradas,  teremos 
um  systema  de  cinco  casualidades,  cabendo  ás  quatro  primeiras 

a  probabilidade  commum  de  — -r-  e  á  ultima  a  de  -r^  =  — .  Em 
^  10  40        5 

geral,  definidos  em  qualquer  origem  aleatória  os  svslemas  ca- 
sual e  eventual,  que,  como  se  vè,  podem  variar  arbitrariamente 
na  individualisação  das  manifestações  casuaes  consideradas  dis- 
tinctas,  e  definida  também  a  respectiva  conjugabilidade,  a  pro- 
babilidade de  cada  aconlecimento  casual  é  representada  pela 
relação  do  numero  de  eventualidades  respectivamente  favorá- 
veis para  o  das  totaes. 

Para  formar  as  probabilidades  de  uma  só  das  casualidades 
do  systema  ou  de  um  certo  numero  d'cllas,  nem  será  portanto 
necessária,  como  fica  indicado,  a  definição  de  todo  o  svslema 
casual  e  da  sua  correlação  completa  com  as  eventualidades 
conjugadas;  bastará  conhecer  os  tejinos  da  definição,  isto  é,  o 
numero  de  eventualidades  totaes  e  os  das  que  são  favoráveis 
aos  acontecimentos  cujas  probabilidades  se  querem  exclusiva- 
mente determinar;  prescindindo-se  do  conhecimetilo  da  distri- 
buição das  restantes  eventualidades  pelos  outros  acontecimentos. 

Assim  a  tiragem  de  um  rei  num  jogo  de  quarenta  cartas  tem, 
sem  a  ligar  com  as  outras  casualidades  que  podem  definir-se  va- 
riadamente para  completar  o  systema,  a  probabilidade  de  — -.  (*) 

(1)  E  que  o  systema  numérico  que  fica  normalmente  adoptado  para  a 


52 


Mas  para  isto  é  essencial  a  certeza  de  que  das  eventualidades 
restantes  nenhuma  será  favorável  aos  acontecimentos  que  se 
consideram.  E  em  muitos  casos  não  poderá  ler-se  essa  segu- 
rança, senão  definindo  e  relacionando  completamente,  como 
exemplificámos,  os  dois  systemas  conjugados. 

O  estabelecimento  d'estas  definições  e  relações  fundameulaes 
é  íacil  em  casos  simples  como  os  que  temos  supposto.  Em  ou- 
tros porém  mais  complicados,  provenientes  ainda  das  mesmas 
origens  artificiaes,  tem  conduzido  a  equívocos  que  é  preciso 
evilar;  e  que,  por  isso,  os  tratados  desenvolvidos  do  Calculo 
das  Probabilidades  regislam  como  aviso  practico,  salientando  o 
absurdo  que  encerram  em  si  e  nas  suas  consequências. 

Quanto  a  nós,  o  fim  especial  com  que  expomos  estas  noções 
de  Probabilidades,  dispensa-nos  d'essa  insistência  praclica. 

As  primeiras  linhas,  já  escriplas,  que  conlèm  complela,  na 
sua  essência  theorica,  a  noinia  da  determinação  das  probabili- 
dades Jia  região  artificial  considerada,  são  de  fado  sufficientes 
para  entiarmos,  mais  esclarecidos  já,  num  exame  similhante 
relativamente  á  outra  região  de  casualidade,  a  que  nos  dirigimos, 
a  dos  acontecimentos  casuaes  cujo  apparecimento  e  definição 
não  dependem  de  artificio. 

Probabilidades  dos  Phenomenos. — São  essencialmente  diíTe- 
rentes  as  circunstancias  das  duas  regiões  casuaes. 

A  existência  explicita,  que  temos  encontrado  até  aqui,  de  um 
svstema  de  eventualidades,  nitidamente  definidas  e  relacionadas 
com  o  systema  casual,  é  uma  manifestação  essencial  do  artificio 
característico  da  região  examinada. 

Na  dos  phenomenos,  (reservando  agora  definitivamente  esta 
designação  para  os  acontecimentos  da  nova  região),  que  se  oíTe- 
reçam  naturalmente  á  observação,  só  por  excepção  e  ainda  só 
por  algum  artificio  theorico,  se  poderá  chegar  á  concepção  de 
um  svstema  eventual  explicitamente  definido  e  conjugado  com 
o  das  eventualidades  em  questão. 

Por  isso,  só  excepcionalmente  poderá  ahi  ter  cabimento  a 
norma  geral,  que  fica  dada,  para  a  determinação  numérica  das 
proliabilidades  na  região  artificial  da  casualidade. 

A  repelirão  dos  phenomenos   ou   o  registo  das  realisações  das 


representação  das  probabilidades  limitado  pela  unidade  e  pelo  zero,  sym- 
bolos  da  certeza  positiva  e  negativa,  não  só  tem  a  significação  essencial 
relativa,  (como  quaesqucr  dos  que,  cm  numero  infinito,  derivam  da  sua  mul- 
tiplicação pelo  numero  convencionalmente  representativo  da  certeza  posi- 
tiva), mas  exprime  tarabem,  em  certo  modo,  a  facilidade  absoluta. 
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casualidades  distinctas  do  systema,  reproduzidas  indefinidamenle 
pela  acção  continuada  ou  reiterada  das  causas,  vae  ser  o  campo 
de  estudo  das  proljabilidades  na  nova  região  natural  ou  pheno- 
menal. 

Consideremos  um  systema  casual  de  dois  acontecimentos  A 
e  A',  por  emquanto  conjugado  ainda  com  um  de  eventuali- 
dades rt,  de  sorte  que  «  d'estas  correspondam  necessariamente 
á  realisação  de  A  e  as  outras  et'  á  de  A';  oííerecendo-se,  ao 
mesmo  tempo,  na  reproducção  indefinida  de  A  e  A',  o  novo 
campo  de  investigação  das  respectivas  probabilidades. 

E  o  que  na  verdade  succede  na  região  casual  estudada,  onde, 
a  par  da  existência  caracteristica  do  systema  eventual,  é  illimi- 
ladamente  arbitraria  a  realisação  d'essas  eventualidades  e  por- 
tanto a  reproducção  successiva  dos  acontecimentos  casuaes  es- 
sencialmente ligados  com  ellas. 

Sejam,  por  exemplo,  A  e  A'  as  tiragens  de  uma  esphera 
branca  ou  de  uma  preta  de  uma  mesa  composta  de  a  das  pri- 
meiras e  a'  das  segundas;  e  n  c  n'  os  numeios  indefinidamente 
crescentes  das  respectivas  realisações  em  extracções  successivas. 

A  accuinulação  imlefinida  (l'estas  ejctracçôes  deve  ter  o  poder  de 

manitestar  em  —j-  a  relação  —r. 
n  'a' 

Poderia  tomar-se  como  intuitiva  tal  asserção.  Mas  analvsenios. 

A  relação  -y  é  um  fac/o  essencial  ou  teleológico,  na  linguagem 

de  Wro>ski  (*),    que    representa   a   relação    das    probabilidades 

Pa  P  o! 


A        a-\-  a!        A'        a  +  a' 

ou  a  facilidade  relativa  das  respectivas  producções-,  e  estas  tem 
a  sua  manifestação  directa  ou  antes  a  sua  significação  objectiva 
na  frequência,  relativa:  o  apparecimento  de  tal  significação  acom- 
panhará portanto  naturalmente,  na  accumulação  indefinida  das 
producções,  a  realidade  d'aquelle  facto  essencial,  isto  é,  os  va- 

n 
lores  do  quociente  — r,  embora  naturalmente  irresrulares  e  insi- 

n  ^ 

gnificativos  de  principio,  deverão  approximar-se  no  decurso  da 

accumulação  de  um  estado  médio  que  representará,  cada  vez 

melhor,  a  relação  teleológica  — ^. 


(')  Lai  tdeologique  du  hasard  —  Hoèné  Wkonski. 
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E  se  o  systema  casual  se  compõe  de  maior  variedade  de  acon- 
tecimentos 

(í)  A',     A",     A'"     . 

sendo  respectivamente,  no  systema  eventual  conjugado, 

(2)  a',     a",     o!" 

os  números  de  eventualidades  favorareis  e,  no  registo  de  repe- 
tição, 

(3)  n',     n",     n'" 

os  de  producções  realisadas,  o  mesmo  se  concluirá  para  todas 
as  relações  de  quociente  entre  os  números  (2)  e  os  respectivos 
em  (3),  isto  é,  a  variação  irregular  que  estes  terão  de  principio, 
correspondente  á  evolução  inicial  da  frequência  dos  aconteci- 
mentos (t),  transformar-se-ha  necessariamente,  pelo  simples 
poder  da  accumulação,  num  estado  de  proporcionalidade  que 
se  accentuará  cada  vez  mais,  approximando-se  da  representação, 
também  proporcional,  do  grupo  teleológico  (2). 

Tal  é  na  sua  essência,  a  bella  concepção  de  Wroinski. 

Exteriorisando  e  definindo  mais  o  pensamento  deste  celebre 
mathematico,  diremos  ainda  que  por  três  phases  successivas, 
deve  passar  a  manifestação  das  relações  teleológicas  no  decurso 
de  accumulação  das  respectivas  producções  phenomenaes :  a 
1.*  de  desordem  correspondente  á  evolução  de  frequência  e  re- 
presentada pela  independência  aritbmetica  dos  estados  succes- 
sivos  de  accumulação  nella  comprehendidos*,  a  2.'^  de  ordem  im- 
perfeita, mas  crescente,  representada  por  um  estado  médio  de 
proporcionalidade,  cada  vez  mais  accentuado  nos  estados  suc- 
cessivos  de  accumulação;  evidente  reflexo,  teleológico,  corres- 
pondente á  manifestação,  successivamente  mais  impressa,  da 
frequência  relativa,  e  que  poderá,  porisso,  conduzir  á  graduação 
pratica  da  casualidade  pela  determinação  das  probabilidades 
com  uma  approximação  crescente;  e  a  esta  luz  auxiliar,  assim 
mais  e  mais  intensa,  conceber-se-ha  uma  3.^^  phase  de  ordem  per- 
feita, ou  de  completa  manifestação  teleológica,  limite  absoluto, 
correspondente  á  accumulação  infinita  das  producções. 

Estas  ideias,  salientadas  e  generalisadas  por  WRO^SKl,  que  as 
desentranhou  philosophicamente  dos  fundamentos  do  Calculo 
das  Probabilidades,  haviam  já  sido  previstas  analyticamente  por 
Bernoulli  nos  seus  celebres  theoremas  sobre  as  provas  repe- 
lidas, de  que  Iractaremos  adeante. 
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E  foi  sob  estes  dois  {Doderosos  impulsos  que  as  Probabili- 
dades, transpondo  os  estreitos  limites  da  região  que  classifi- 
camos de  artificial,  mas  que  teve  em  Laplace  e  nos  grandes 
malhematicos  do  seu  tempo  um  desenvolvimento  tão  extenso  e 
elevado,  se  orientaram  mais  amplamente,  e  se  converteram  num 
auxiliar  de  constituição  scientifica  geral,  como  se  verá. 

Continuando  as  noções  elementares  que  ianios  seguindo,  no- 
taremos agora  que,  embora  tudo  o  que  fica  exposto  esteja  por 
emquanto  subordinado  explicitamente  á  hypothese  da  existência 
de  um  systema  eventual  conjugado  com  as  casualidades  em 
questão,  essa  subordinação  não  é,  no  emtanto,  radical.  A  signi- 
ficação objectiva  da  probabilidade  na  frequência  relativa  dos 
acontecimentos  é  a  origem  única  do  exposto.  Se,  de  principio, 
nos  referimos  ainda  áquella  hypothese  anterior,  foi  por  julgar- 
mos que  a  luz  de  intuição,  que  ahi  acompanha  a  noção  e  repre- 
sentação numérica  da  probabilidade,  esclareceria  ainda  a  entrada 
na  nova  região. 

Onde  pois  tiver  cabimento  a  noção  de  probabilidade,  ahi 
poderá  applicar-se  o  que  fica  dito. 

E  paia  que  essa  noção  acompanhe  sempre  com  clareza  e  in- 
teira segurança  esta  exposição  elementar  sobre  as  Piobabilidades 
dos  ])henomenos,  bastará  proseguirmos  na  hypothese,  implicita 
até  aqui,  da  respectiva  permanência  teleológica,  a  qual  é  geral- 
mente feita  em  todo  o  Calculo  das  Probabilidades  até  hoje  cons- 
tituido. 

Na  região  artificial  considera-se  com  efíeito,  por  via  de  regra, 
constante  o  grupo  numérico  (2),  isto  é,  inalterável  o  svslema 
eventual  conjugado  com  o  casual  em  questão,  o  que  representa 
a  permanência  teleológica  ou  casual  d'esta.  E  foi  nesta  hypo- 
these implicita  que  a  noção  de  probabilidade  nos  appareceu 
nitida  como  uma  qualidade  inherente  ao  respectivo  aconteci- 
mento e  representada  intuitivamente  por  um  coefficiente  cons- 
tante que  o  acompanha.  Só  poi'  excepção  se  faz  algumas  vezes 
referencia  nesta  região  do  Calculo  das  Probabilidades  a  alguns 
casos  de  alteração  das  eventualidades,  como  quando,  nos  pro- 
blemas de  casualidade  referente  ás  urnas,  não  se  suppõe  resti- 
tuida  a  esphera  extrahida  em  cada  tiragem.  Mas  essa  alteração 
essencial,  ou  a  variação  teleológica  correspondente,  é,  em  casos 
taes,  tão  simples  e  definida,  que  facilmente  se  reconhece  a  sua 
influencia  nas  probabilidades,  embora  se  desconheça  tal  ex- 
tensão do  assumpto  na  sua  accepção  geral. 

Na  região  dos  phenomenos  a  previsão  essencial,  a  que  se 
chegou,  de  um  estudo  médio  de  proporcionalidade,  que,  longe 
de  se  alterar,  se  accentua  indefinidamente  no  registo  das  pro- 
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(lucções  phenonienaes,  presuppõe  a  mesma  hypothese  implicita 
da  permanência  teleológica  islo  é,  a  identificação  das  circuns- 
tancias teleológicas  do  campo  phenomenal  com  as  da  região  ar- 
tificial. Portanto  a  verificação  de  tal  hypothese  nesta  nova  região 
casual  representa  um  critério  piactico  para  reconhecer  a  legi- 
timidade da  noção  estabelecida  da  probabilidade  como  factor 
constante  e  inherente  aos  respectivos  phenomenos. 

E  assim  fica  mais  justificada  ainda  a  eminente  importância 
com  que  se  conservam  no  Calculo  das  Probabilidades  os  clás- 
sicos e  desenvolvidos  trabalhos,  nelle  effectuados  de  principio, 
sobre  a  região  aleatória,  ajiesar  do  seu  afastamento  directo 
objectivo  do  campo  scientifico :  além  do  caracter  clássico,  com- 
pete-lhes  no  assumpto  um  papel  typico,  essencial  e  elucidativo. 

E  a  seu  tempo  veremos  que  é  ainda  extenso  o  quadro  dos 
phenomenos  que  assim  se  conforma  com  as  condições  typicas 
aleatórias,  e  portanto  extenso  ainda  o  campo  a  que  fica  assim 
reduzido  o  assumpto  do  Calculo  das  Probabilidades  nesta  orien- 
tação que  seguimos  exclusivamente. 

Na  hypothese  da  variabilidade  teleológica,  por  emquanto  ex- 
cluida  do  Calculo  das  Probabilidades  sob  um  ponto  de  vista 
geral,  a  noção  de  Probabilidade,  a  subsistir,  torna-se  complexa 
e  abstracta,  e  sobre  tudo  perde  o  valor  practico,  que  tem,  na 
hypothese  restricta  da  invariabilitlade  (^). 


(1)  Com  effeito,  se  as  causas  dos  phenomenos  são  variáveis,  não  haverá 
então,  na  repetição,  razão  teleológica  para  o  apparecimento  de  um  estado 
médio  de  proporcionalidade.  A  variabilidade  das  causas  concorrerá,  a  cada 
passo,  com  a  evolução  da  frequência  para  que  os  números  representativos 
da  accumulação  dos  diíFerentes  acontecimentos,  em  vez  de  tenderem  para 
um  estado  médio,  cada  vez  mais  accentuado,  evolucionem  sempre  irre- 
gularmente. 

Ainda  se  a  variabilidade  casual  se  contiver  dentro  de  limites  muito  es- 
treitos (e  é  esse  por  certo  como  veremos  mais  tarde  um  caso  muito  fre- 
quente na  natureza)  poderá  a  influencia  d 'essa  pequena  oseillação  irregular 
junctar-se  e  coufundir-se  com  a  evolução  da  frequência  proveniente  da 
complexidade  do  systema  casual,  de  maneira  a  não  prejudicar  inteiramente 
o  apparecimento  de  um  estado  médio. 

Quando  a  variabilidade  casual  não  tem  estes  limites,  ella  concorrerá 
talvez  ainda,  em  cada  phase,  com  a  complexidade  do  systema  para  dar 
aos  diff"erentes  acontecimentos  coeflicientes  respectivos  de  facilidade;  mas 
esses  coeflicientes  serão  então  variáveis  também.  E,  ainda  que  a  variação 
teleológica  fosse  definidamente  conhecida  e  se  tornasse  então  também  pos- 
sível a  definição  da  respectiva  probabilidade  variável,  esta  noção  perderia, 
por  esse  qualificativo,  se  não  a  clai-eza  da  sua  significação,  pelo  menos  a 
sua, importância  practica. 

A  lucidez  e  valor  da  noção  de  probabilidade  c  portanto  inherente  a 
constância  teleológica,  que  realmente  se  suppòe  no  Calculo  das  Probabili- 
dade^. 


57 


Do  que  fica  exposlo  concluiremos  que,  na  impossibilidade  de 
determinar  numericamente  as  probabilidades  P^  ,  Pa".  Pa"'>  •  •  • 
pelas  relações 

a'  ai'  .  a'" 


Pa/  -  -^  ■■    ,..,  ,     Pv 


em  virtude   da  falta   da  base  (2)   no  campo  dos   phenomenos, 
poderão  ellas  obter-se  pelas  relações 

n'  ,  n"  ^  n!" 

Pa/  =  v^  ■■    ,:. ,      Pa"  =  -vrT-TTT»      t  A"/ 


a  partir  de  uma  sufficiente  accumulaçao  (3). 

Ou,  mais  explicitamente,  dado  que,  no  decurso  da  accumu- 
laçao, se  destacar  a  persistência  de  uma  relação  geral  da  pro- 
porcionalidade entre  os  números  de  repetições  dos  diflerentes 
pbenomenos,  não  só  deveremos  considerar  legitimada  no  sys- 
tema  casual  a  noção  de  probabilidade,  mas  também  poderemos 
tomar  como  valores  das  probabilidades  dos  pbenomenos  do 
svstema  as  relações  entre  os  respectivos  números  de  repetição 
e  o  seu  numero  total;  e  tanto  mais  approximadamente  quanto 
mais  se  accentuar  aquella  proporcionalidade. 

Sobre  a  simples  accumulaçao  successiva  dos  pbenomenos  re- 
produzidos fica  assim  fundada  a  determinação  numérica  das  res- 
pectivas probabilidades,  semelliantemente  á  das  probabilidades 
aleatórias  sobre  a  coexistência  das  eventualidades  conjugadas 
com  o  svstema  casual. 

As  condições  das  duas  vias  de  determinação  são,  no  entanio, 
inteiramente  diversas  em  virtude  da  differença  radical  da  signi- 
ficação e  circunstancias  das  suas  origens  numéricas  (2)  e  (3), 
não  obstante  a  equivalência  proporcional  d'estas,  que  conduz  a 
regras  inteiramente  semelbantes. 

D'uni  lado  temos,  na  verdade,  uma  base  (2)  essencial  ou  te- 
leológica, absolutamente  definida  e  limitada.  Do  outro  uma 
base  (3)  actual,  arbitraria  e  indefinida.  Assim  se  separam  de 
principio,  naturalmente,  as  duas  orientações  diversas,  que  já 
distinguimos  no  estudo  das  Probabilidades:  a  de  Laplace,  para 
não  cilar  outros  nomes,  e  a  de  BER^ouLLI  e  de  Wronski. 

Esta  não  poderá  competir,   pela  extensão  indefinida  que  re- 
quer para  a  sua  base  (3)  e  pelo  caracter  inevitável  de  approxi-. 
mação  dos  seus  resultados,  com  o  rigor  dos  que,  na  hypotbese 
essencial  da  primeira,  resultam  do  grupo  (2),    No  entanto  a  se- 
gurança   pratica  d'aquelles  resultados  não   é  menor  do  que    a 
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d'estes,  que  ficam  sujeitos  a  equívocos  na  definição  cVaquella 
hypothese  essencial  da  coexistência  dos  dois  systemas  casuaes 
conjugados. 

E  por  outra  parte,  ao  passo  que  as  Probabilidades  de  Laplace, 
apesar  do  superior  desenvolvimento  da  sua  analyse,  representam 
um  meio  restricto,  artificial  e  como  quasi  separado  do  campo 
scientifico,  a  orientação  iniciada  por  Beií.noulli  na  analyse  dos 
seus  theoremas  e  generalisada  e  accentuada  mais  tarde  nas  ma- 
tbemalicas  philosophicas  de  Wronski,  converteram,  como  dis- 
semos, as  Probabilidades  num  fecundo  recurso  scientifico,  cujo 
emprego  na  actualidade  se  tem  tornado  geral,  pela  creação  dos 
estudos  eslalislicos,  que  nellas  tem  o  seu  fundamento,  e  pela  da 
theoria  dos  erros,  que  deverá  considerar-se  como  um  caso  par- 
ticular d'esses  estudos. 

Antes  porém  de  nos  referirmos  exclusivamente  a  este  quadro 
de  estudos,  continuaremos  ainda  a  examinar  a  determinação  das 
probabilidades,  que  precisa  d'um  complemento  á  parte  ele- 
mentar que  fica  estabelecida. 


Probabilidades  complexas 

Além  ílas  casualidades  simples  anteriormente  estudadas,  que 
são  as  manifestações  casuaes  de  um  systema  consideradas  dis- 
tinctas,  e  que  ficamos  suppondo  sempre  afqui  acompanhadas  de 
uma  das  duas  origens  numéricas  determinantes  das  respectivas 
probabilidades,  ha  ainda  o  grupo  dos  acontecimentos  cu  phe- 
nomenos  complexos^  isto  é,  em  cuja  definição  entram  dois  ou 
mais  dos  simples. 

Os  principias  das  probabilidades  tolaes  e  das  prababilidades 
compostas,  que  vamos  expor,  regulam  a  determinação  das  res- 
pectivas probabilidades  complexas,  exprimindo-as  nas  probabi- 
lidades simples  das  casualidades  constituintes;  e  representam 
assim  um  complemento  á  parte  elementar,  já  exposta,  da  de- 
terminação numérica  das  probabilidades. 

Probabilidades  totaes.  —  Seja  (A,  R,  C)  o  acontecimento  com- 
plexo que  consiste  na  realisação  de  um  dos  acontecimentos  sim- 
ples A,  B  ou  C,  pertencentes  todos  ao  mesmo  systema,  numa 
ou  noutra  região  de  casualidade:  é  a  acontecimentos  assim  de- 
finidos, e  que  chamaremos  variados,  que  se  applica  o  principio 
das  probabilidades  totaes.  E  sejam  mais:  a,  jí  e  ■(  os  números  de 
eventualidades  correspondentemente  favoráveis  a  A,  B  e  C,  ou 
os  das  respectivas  repetições;    e  N  a  somma  de  um  ou  outro 
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d'esses   svstemas   numéricos,    extendida    a    todos    os    aconteci- 
mentos simples  do  systema  casual. 

A  probabilidade  de  tal  acontecimento  é,  pelo  que  fica  dicto, 

«  +  P  +  T 

i^ik,  B,  Cj  = j^^ • 


É  um  caso  elementar,  já  considerado  a  titulo  de  exemplo. 
Note-se   porém   agora   que   esta    expressão   da  probabilidade 
pode  tomar  a  forma 

P(a.b,c,  =  |-  +  |-  +  -^  =  Pa  +  Pb  +  Pc 

o  que  mostra  que  a  probabilidade  dos  acontecimentos  variados  se 
exprime  complementar  mente  na  somma  das  probabilidades  dos  res- 
pectivos acontecimentos  simples. 

Tal  é  o  principio  das  probabilidades  totaes  (*). 

D'este  principio  deduz-se  o  seguinte  corollario:  A  somma  das 
probabilidades  de  todos  os  acontecimentos  d'uin  systema  casual 
é  egual  á  unidade  (-). 

Probabilidades  compostas.  — Diz-se  composlo  o  acontecimento 
ronstiluido  pela  realização  de  acontecimentos  simples  devidos, 
simultânea  ou  successivamenle,  a  outras  tantas  origens  casuaes 
disiinctas,  ou  a  acções  repetidas  d'uma  ou  mais  d'essas  origens. 

Collocando  por  emquanto  a  questão  exclusivamente  no  campo 
aleatório  da  casualidade,  sempre  elucidativo  e  typico  no  as- 
sumpto,   e   suppondo   primeiro   origens   casuaes   distinctas   aos 


(1)  Na  constituição  clássica  do  Calculo  das  Probabilidades  tem  o  seguinte 
enunciado  :  a  probabilidade  total  é  a  somma  das  respectivas  prohaliilidades 
parciaes.  E  accrescenta-se  ahi  que  este  principio  se  applica  exclusivamente 
a  acontecimentos  taes  que,  quando  se  realiza  um,  nenhum  dos  outros  pode 
realizar-se :  restricçào  referida  aos  acontecimentos  simples  constitutivos  da 
complexidade  casual  em  questão,  e  que  é  contida  na  definição  que  dêmos 
d'esta. 

(2)  Na  linguagem  clássica  diz-se:  A  somma  das  probabilidades  de  acon- 
tecimentos contradictorios  é  egual  á  unidade,  sendo  contvadictorios  os  acon- 
tecimentos taes  que  um  d'elies  se  produz  necessariamente  com  exclusão 
dos  outros,  em  cada  funccionamento  casual.  Eista  condição  é  ainda  equiva- 
lente no  nosso  enunciado  á  ideia  de  constituirem  esses  acontecimentos  um 
systema  casual. 

Por  esta  ideia  não  estar  explicita  nos  elementos  adoptados  do  assumpto, 
que  no  entanto  é  a  ella  essencialmente  circunscripto,  é  ahi  preciso  a  cada 
passo  estabelecer  condições  que  a  contenham  equivalentemente. 
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acontecimentos  constitutivos  do  composto,  sejam,  por  linha,  no 
quadro  (1),  Aj,  Bj,  C»,   ...  os  acontecimentos  constitutivos  dos 


(O 


AiBjCi 
A2  B2  C2 
A3  B3  C3 


diversos  systemas  casuaes;  e  correspondentemente  no  cpiadro  (2) 
«ii  Pií  Ti'  ■•'-■>  os  respectivos  números  de  eventualidades  favo- 
ráveis em  systemas  eventuaes  conjugados. 

A  cada  syslema  casual  pertence  um  dos  acontecimentos 
A1C2A3...  constitutivos  do  composto  (AiC-iAs...)  que  se  con- 
sidera. 

Suppomos  tandjem  de  principio  dilFerentes,  como  hypothese 
em  si  mais  geral,  lodos  estes  elementos  da  analyse  que  vamos 
fazer,  quer  no  que  diz  respeito  aos  quadros  (1)  e  (2),  quer 
portanto  na  constituição  do  acontecimento  composto. 

Os  agrupamentos  dos  elementos  do  quadro  (I)  análogos  ao 
proposto  (A1C-2A3.  .  .),  isto  é,  um  de  cada  linha,  formam  com 
este  um  syslema  casual  complexo.  E  os  productos  dos  numei-os 
correspondentes  do  quadro  (2)  são  os  números  de  conjugabiii- 
dade  relalivamente  favoráveis  de  um  syslema  eventual  egual- 
menle  complexo,  formado  por  todos  os  agrupamentos  seme- 
lhantes das  respectivas  eventualidades. 

Por  esta  simples  consideração  o  aconlecimento  (A1C2A3...) 
fica  nas  considerações  elcmenlares,  determinantes  das  probabi- 
lidades, e  por  isso  a  sua  probabilidade  é  representada  pela  re- 
lação entre  o  respectivo  numero  de  eventualidades  favoráveis 
TfâíJ^S  •  .  .   e  o  producto  nintns.  .  .   das  sommas 

^1  =  ai  +  Pi  +  Ti+  •  •  • 

712  =  «2  +  pi  +  72  +  .  .  . 

m  =  «3  +  p3  H-  T3  +  •  •  • 


numero  lolal  das  probabilidades  complexas. 
Ou,  em  funcção  das  probabilidades  simples 


«2     «3 


ni     «2     ^3 
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e  segundo  a  notação  symbolica  adoptada 

(3)  l^AjCiA.v  . .)  =  *^Ai  X  PCs  X  PAs  X  .  .  . 

Tal  é  a  solução  geralmente  apresentada  da  questão,  e  que, 
enunciada  resumidamente  nos  lermos  seguintes  —  a  probabili- 
dade composta  é  egucd  ao  producto  das  probabilidades  simples  —  a 
classifica  no  seio  das  Probabilidades  como  principio  das  proba- 
bilidades compostas.  E  a  este  enunciado  clássico  junta-se,  em 
geral  gratuitamente  (*),  a  condição  de  serem  independentes  os 
acontecimentos  simples  componentes,  isto  é,  laes  que  seja  a 
mesma  a  probabilidade  de  um,  quer  outro  se  tenha  produzido 
quer  não. 

Quanto  ao  que  aqui  fica  feito  a  independência,  estabelecida 
desde  o  principio  da  analyse,  entre  as  linhas  dos  quadros  (I) 
e  (2),  correspondentemente  aos  termos  da  definição  dada  de 
casualidade  composta,  equivale  a  tal  condição  clássica. 

Apezar  porém  da  sua  consagração  clássica,  o  resultado  (3) 
não  representa  a  solução  geral  do  problema  proposto,  que  deve 
procurar-se. 

E  certo  que  as  circunstancias  a  que  elle  corresponde  devem 
considerar-se  geraes,  pois  que  da  hypothese  feita  da  diversidade 
de  todos  os  elementos  da  questão  dimana  naturalmente  a  que 
vae  fazer-se,  da  identificação  de  alguns  dos  acontecimentos  do 
quadro  (I),  assim  como  as  que  se  farão  successivamente,  de 
identificações  correlativas  nos  números  do  quadro  eventual  e  na 
constituição  do  acontecimento  composto:  e,  de  ordinário,  as 
formulas  e  circunstancias  mais  geraes  correspondem-se 

Mas  não  succede  isso  aqui. 

A  identificação  dos  termos  do  quadro  (1),  de  linha  para 
linha,  que  só  assim  pode  dar-se,  quer  dizer,  a  supposiçãí)  de 
entrar  o  mesmo  acontecimento  em  mais  de  um  dos  systemas 
casuaes,  é  realmente  uma  oiigem  de  maior  latitude  na  formação 
do  numero  de  eventualidades  complexas  favoráveis  ao  aconte- 
cimento composto  considerado,  quando  d'este  fazem  parte  al- 
guns de  laes  acontecimentos  representados  multiplamente  no 
quadro  (1). 

Assim  a  hypothese  do  maior  numero  possivel  de  laes  identi- 
ficações deverá  conduzir  a  uma  formula  de  máxima  generalidade 
a  este  respeito. 


(*)  PoiNCARÉ  allude  á  necessidade  de  justificar  esta  consideração.  {Calcitl 
des  Prohabilités). 
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Para  a  alcançar  consideremos  portanto  a  hypolhese  da  iden- 
tificação de  todos  os  systemas  casuaes  do  quadro  (1)  num  só 
A,  B,  C,  ...  pelo  menos  na  parte  constitutiva  do  acontecimento 
composto. 

Poderá  conservar-se  ainda  o  quadro  (1)  como  representação 
svmbolica  das  origens  casuaes,  sempre  independentes,  signifi- 
cando então  Al,  Aa,  A3,  ...  o  mesmo  acontecimento  A,  prove- 
niente da  primeira  origem,  da  segunda,  da  terceira,  etc. 

Ha  portanto  ainda  entre  os  quadros  (1)  e  (2)  a  correspon- 
dência definida. 

Assim  o  numero  de  eventualidades  complexas  favoráveis  ao 
acontecimento  composto  (ABC...)  será  agora  a  somma  Hai^aYs..- 
dos  productos  a,15ft"f/...  dos  elementos  do  quadro  (2)  que  cor- 
respondem somente  aos  acontecimeiUos  constitutivos  do  com- 
posto c  que,  por  isso,  foi^mam  uma  matriz  quadrada,  escolhendo 
os  factores  de  cada  producto  pela  lei  do  respectivo  determi- 
nante, isto  é,  um  de  cada  linha  e  um  de  cada  columna:  ou 
antes,  para  obter  os  diíferentes  lermos  daquella  somma,  bas- 
tará, como  no  determinante,  eííectuar  as  permutações  de  todos 
os  Índices  do  producto  inicial  oci^f^^.  .  . 

E  querendo  accentuar  esta  analogia,  talvez  proveitosa,  pode- 
remos dar  a  essa  somma  a  designação  de  clelerniinanle  arillnnelico 
da  referida  matriz,  visto  que,  na  sua  definição,  apenas  se  elimina 
o  que  na  do  determinante  se  refere  aos  signaes;  e  adoptar,  para 
sua  representação,  a  que  a  Álgebra  consagra  á  dos  seus  deter- 
minantes, especialisando  aqui  o  respectivo  signal  pelo  indice  a. 
Assim  será 


P(ABC...  = 


Saip2T3' 


2Pa.Pb.Pc....=- 


(4) 


PaiPbiPc,.. 

PAsPOíPCs-  • 

PA3PB3PC3  •  • 


a 


isto  é,  a  probabilidade  composta  será  neste  caso  expressa  na 
somma  dos  pi'oductos  das  probabilidades  simples  que  se  obtèem 
por  todas  as  variações  possiveis  das  origens  casuaes  dos  acon- 
tecimentos componentes,  ou  no  determinante  arithmetico  da 
matriz  constituído  pelas  probabilidodes  que  aos  mesmos  aconte- 
cimentos dão  essas  origens  casuaes. 


A   formula  (4),    assim   obtida   ainda   pelo   reducção    ao   caso 
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elementar,  poderia  lambem  deduzir-se  de  (3)  pela  applicação 
do  principio  das  probabilidades  lotaes,  visto  que  os  lermos  da 
somma  — PaiPEoPCs- •  •  são  expressões  (3)  das  probabilidades  de 
cada  uma  das  manifestações  que  o  pbenomeno  composto  tem 
nas  diversas  bvpotbeses  possiveis  da  variação  das  respectivas 
proveniências  casuaes,  assumindo  assim  o  mesmo  pbenomeno 
composto  lambem  a  significação  de  pbenomeno  variado. 

E  inversamente  a  formula  (4)  comprehende  (3)  como  caso 
particular  em  virtude  do  annullamenio  de  todos  os  termos  de 
SPajPBíPCs- •  •  í  excepto  um,  ou,  noutros  lermos,  pelo  de  lodos 
os  elementos  da  matriz  do  determinante  arilhmetico,  excepto 
um  de  cada  linba  e  um  de  cada  columna  (^). 

A  bypotbese  da  representação  múltipla  de  alguns  aconteci- 
mentos na  formação  do  composto  é  também  uma  origem  de 
maior  generalidade,  como  vamos  ver. 

Se  um  dos  acontecimentos  A  entra  k  vezes  no  composto, 
para  o  qual  adoptaremos  então  o  symbolo  (A/-BC.  .  .),  o  numero 
de  eventualidades  complexas  favoráveis  derivará  do  produclo 

pela  sua  somma  com  os  que  correspondem  a  todas  as  permu- 
tações dos  i  Índices,  excepto  os  que  provêem  de  transposições 
dos  k  primeiros  entre  si. 

Na  verdade,  assim  como  aquelle  producto  representa,  por  si 
só,  o  numero  de  eventualidades  complexas  favoráveis  ao  acon- 


(')  Tem  isto  logar  iiâo  só  na  hypothese  da  formula  (.S)  da  total  diversi- 
dade das  origens  casuaes,  pelo  menos  na  parte  componente  do  phenomeno 
composto,  mas  ainda  na  hypothese  actual  da  identificação  de  todas  essas 
origens  numa  só,  addieionada  porém  da  prescripçao  da  proveniência  que, 
relativamente  ás  mesmas  origens,  devam  ter  os  phenomenos  simples  na 
formação  do  phenomeno  composto. 

Realmente  numa  ou  noutra  hypothese,  a  cada  letra  A,  B,  C,  . . .  corres- 
ponde, na  constituição  do  phenomeno  composto,  um  só  dos  Índices;  e  assim 
todos  os  elementos  Pej,  PEo,  Pe,-»  •  •  •,  cujo  Índice  não  fòr  o  i  que  corres- 
ponde á  lettra  E,  serão  nullos :  na  primeira  hypothese  porque  representam 
probabilidades  de  phenomenos  que  não  provém  das  origens  casuaes  indi- 
cadas pelos  respectivos  índices;  e  na  segunda  porque,  embora  cada  pheno- 
meno E  possa  provir  de  todas  as  origens  casuaes,  só  provindo  de  uma  i 
entra  na  definição  do  phenomeno  composto. 

Nesta  segunda  hypothese  os  symbolos  phenomenacs  Ej,  E2 . .  Ei— lEi  j-  1 . . . 
não  entram  na  questão;  e  assim,  se  na  maior  generalidade  da  formula  (4) 
figuram  as  respectivas  probabilidades  como  contribuintes  para  a  formação 
da  respectiva  probabilidade  complexa,  deverão  tomar-se  essas  probabili- 
dades como^^nullas  no  caso  mais  limitado  da  questão  actual :  tal  é  a  inter- 
pretação que  nos  parece  poder  dar-se  ao  facto  de  ser  a  formula  (3)  a  que 
resolve  realmente  a  questão  considerada,  ainda  nesta  hypothese. 
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lecimento  composto  onde  os  k  acontecimentos  A  provêem  das 
k  primeiras  origens  casuaes,  o  B  da  Xr-f-l,  o  C  da  /-f2,  e 
assim  especificadamente  até  a  ultima  ?',  assim  também  os  pro- 
ductos  análogos,  correspondentes  ás  permutações  dos  Índices 
que  resultam  de  transposições  dos  k-\-\,  k-\-^  .  .  .i,  entre  si  e 
com  os  k  primeiros,  representariam  os  numei'os  de  eventuali- 
dades complexas  lavoí-aveis  ao  acontecimento  composto,  em 
todas  as  outras  hypotheses  possíveis  relativamente  á  origem 
casual  dos  acontecimentos  simples;  e  portanto  a  somnia  de  taes 
productos  é  o  numero  total  de  eventualidades  favoi*aveis  ao 
composto  em  questão.  As  permutações  excluídas,  provenientes 
de  transposições  entre  os  k  primeiros  Índices,  referem-se  todos 
á  mesma  primeira  hypothese  a  que  corresponde  aquelle  primeiro 
produclo. 

E  como  o  numero  d'estas  transposições  supprimidas  é  /!, 
pôde  assim  representar-se  o  numero  total  de  eventualidades  fa- 
voráveis por 

kl 

referindo-so  o  S,  como  anteriormente,  á  totalidade  de  permu- 
tações dos  Índices. 
E  assim  será 

P(AaBC.  ■  •)  =  yr  ^^A,PA.r  .  .  PAfcPBA+iPC/,4-2  •  •  • 
ou,  em  geral, 

*  (/ÍABí...EF...)^=Tyy^      -^1  AiPAs-"  "Ak'  Af  iP/i-t-a-»-  PBa-|-í.-.  1  E,,'  F„-f-i... 


1 


m 


k\l\... 


Pa,Pa.-Pb.Pb,.-Pe,Pf,... 

PajPa,...Pb,Pb,...Pe3Pf3... 

PAíPAí...  PBíPb....  Pe.PFí...  a 


Esta  formula  (5)  é  mais  geral  que  as  anterioies,  pois  que  se 
reduz  a  (4)  egualando  á  unidade  as  multiplicidades  /:,  /,  .  .  .  ; 
e  vamos  vèr  que  ella  é  a  expressão  geral  do  assumpto. 

(Continua). 
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SUR  LA  CONSTRUCTION  DES  TANGENTES 
A  UNE  CLASSE  DE  CUBIQUES  UNICURSALES 


PAR 


M.  d'Ocagne 

Professeur  à  TEcole  Polytechnique  de  Paris 


II  s'aglt  des  cubiques  unicursales  dont  M.  Gomes  Teixeira 
a  donné  récemment  une  construction  générale  en  ce  recueil 
(Vol.  vil,  p.   186). 

D 


Rappelons  cette  consliuetion:  ayanl  pris  sui-  le  prolongement 
du  grand  axe  AA'  d'une  ellipse  de  centre  O  le  point  B  tel  que 
A'B  =  OA,  si  Ton  ajjpelle  C  et  D  les  points  ou  une  tangente 
quelconque  h  cetle  ellipse,  dont  P  est  le  point  de  contact,  ren- 

VoL.  VIII  —  N."  2  1 
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conlre  les  perpendiculalres  élcvées  en  A  el  B  à  AB,  et  que 
l'()n  jolgue  AD  et  GC,  G  étant  un  point  íixe  .sur  AB,  le  point 
de  rencontie  M  de  ces  droites  décrit  une  des  cubique  en 
question, 

Proposons  nous  de  construire  la  tangente  ST  en  M  à  cette 
■cubique.  Pour  cela,  si  nous  reniarquons  que  les  côlés  du 
triangle  MCD  ont  respectivement  pour  enveloppes,  Tellipse,  le 
point  fixe  A  et  le  point  fixe  G,  nous  avons,  par  application 
d'une  formule  de  Newton  bien  connue,  en  appelant  f/(C),  d  (D), 
f/(iM),  les  élénients  de  lignes  infiniinent  j)elits  parcourus  sinuil- 
tanément  par  les  somniels  de  ce  iriangle,  et  tenant  comple  des 
signes, 

f/{C)        CP        PC 

'dÇb) 

r/(D)         DA.DS         AD.DS 


DP 

PD  ' 

DA 

DS 

MA 

.MS 

MC. 

MT 

(/{M)        MA.  MS         AM.  MS 
í/(M)        MC.  MT         GM.MT 


r/(C)        CG.CT         GC.CT 
d'ou,  en  multipliant  menibre  à  nienibre 

PC.  AD.DS.  GM.MT 


PD. AM. MS. GC.CT 


=  I 


Si  CD  coupe  AB  en  I,  le  triangle  CDM,   coupé  par  la  trans- 
versale  lAG,  donne 

IC.AD.GM 

ID.AM.GC  ''^    ' 
D'autre  part,  les  liiangles  seniblables  MDS  et  MAT  donnenl 

DS        AP 


MS       MT 

Si  Ton  tient  compte  de  ces  deux  dernières  égalités,  la  prece- 
dente devient 

PC.ID.AT  _ 

PD  .  IC .  CT  ~ 
ou 

PC .  ID        CT        TC 


PD  .  IC        AT        J  A 


G7 


Coupons  le  faisceau  M  (ICPD)  par  la  parallèle  nicnée  par  C 
h  MI.  Noiís  avons 

PC  .  ID  _  UC 

PD.IG  ~  UV' 
Donc 

TC       UC 


TA       UV ' 

et  UT  est  parallèle  h  AV.  De  là,  la  construclion  deinaiiflée : 
ayant  pris  le  point  de  r encontre  U  de  MP  et  de  la  parallèle  a  MI 
menée  par  C,  on  tire  par  U,  a  MA,  la  parallèle  UT  qui  coupe  AC 
en  T;  MT  est  la  tangent  à  la  cubique  décrite  par  le  point  M, 

II  V  a  lieu  de  reniarquer  que  touie  la  dénKinslialion  prece- 
dente sub.sistei"ait,  si,  au  nioyen  tle  la  constructitui  conslituée 
])ar  la  tangente  en  P,  el  les  droites  VI)  et  GC  (passant  par  les 
points  fixes  A  et  G),  on  transforniait,  non  plus  l'ellipse  d'axe  AA' 
mais  U7ie  courbe  absolument  quelconque,  et  mème  si  les  axes  AC 
el  BD  n'élaient  pas  perpcndiculaircs  à  AB. 


EINFACHE  BEISPIELE  UNGLEICHiVIAESSIG 
KONVERGENTER  REIHEN 


VoN 


Otto  Blumentual. 


Der  Inhalt  fler  vorliegenden  Note  maclit  keinen  Anspruch  auf 
iheorelische  Neulieit,  mag  aber  fiir  den  Untenichl  cinigcs  Inte- 
resse besitzen.  Es  handeit  sich  um  eine  bequenie  Melhode  zur 
Konstruktioii  von  Bcispielen  fiir  die  verschiedenen  bei  un- 
gleichmassig-  konvergenlen  Reihen  anal\  tischer  Funklionen  auf- 
tretcnden    Besonderbeiteii.    Die    tbeorelischen    Tatsachen,    die 


veranscbaulicht  werden  sollen,   lasseii  sicb  ain  besteii  an  eineni 
Diagramm  klar  machen. 

Es  werde  betrachlet  eine  Rcihe  s,  deien  Glieder  analytische 
Fnnktioncn  sind,  die  in  jedeni  den  Punkt  1  nicht  enthaltenden 
Teilinlervall  des  Intervalles  (O,  1)  gleichinássig  konvergiert  iind 
die  Suninie  Null  hat,  dagegen  im  ganzen  Intervall  niit  Einschluss 
des   Endpunkles    I    nicht    gleichniássig   konvergent  ist,    Die  n'^ 
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Teilsuinme  s„  der  Reihe  hat  dann  schematisch  einen  Verlauf 
der  in  der  Figiir  dargestelllen  Art.  (Siehe  vorige  Seite).  Iii 
dieser  í^igur  bezeichnet  A»  die  aussersle  Abscisse  naeh  rechts 
von  der  Eigenschaft,  dass  bei  von  n  unabhangigeni  und  geniigend 
kleiíiem  positivem  z  im  ganzen  Intervall  (O,  A^)  die  Ungleichheit 
|5,j|<£  g"ilt.  Der  Puiikt  A„  riickt  mit  wacbsendem  n  iinmer 
nàher  an  1.  Zwiscbeii  A„  und  1  existieren  aber  infolge  der  niclit 
gleicbinàssigen  Konvergenz  in  (O,  I)  bei  geniigend  kleineni  s 
immer  Punkte,  fiir  die  |  5,i  |  >  £  ist,  Die  Kurve  5„  weist  also  bei 
beliebigem  /i  in  der  Nahe  von  I  nicht  verschwindende  Abwei- 
cbungen  von  der  Abscissenaxe  auf,  die  wir  «Zacken»  nennen 
wollen.  Die  (deui  absobiten  Belrage  nacb)  hõcbsten  Punkte 
dieser  Zacken  sind  niit  M,i  bezeicbnet.  Der  Einniiindungspunkt 
der  Kurve  s,i  auf  íc=  l  scbliesslicb  lieisse  P„,  die  Einniiindungs- 
tangente  babe  die  Ricbtung  /„. 

Gebt  P„  mit  wachsendem  n  nicht  gegen  eine  Grenzlage,  dann 
ist  die  Heihe  bei  x=l  divergent.  Geht  P„  gegen  eine  Grenzlage, 
dann  ist  die  Heihe  fiir  x=  1  konvergent,  also  ungleichmássig' 
konvergent  im  Intervalle  (O,   1). 

Man  sielit,  dass  in  lelzterem  Falle  folgende  verschiedenen 
Verhállnisse  vorliegen  konnen. 

ia.  Um  Pn=^  0.  Dann  ist  die  Pieilie  s  unstetig  mit  einer  Sprung- 
stelle  im  Punkt  x=í. 

\h.  hmP„  =  0.  Dann  ist  s  in  (O,  1)  stetig. 

Falis  s  stetig  ist,  sind  dann  noch  folgende  Erscheinungen  zu 
beriicksichtigen. 

2.  Die  Máxima  M„  der  Zacken  konnen  mit  wachsendem  n  ins 
Unendliche  wachsen.  Damit  wird  im  allgemeinen  auch  der 

Flacheninhalt  Is^dx  mit   wachsendem  n  nicht  gegen  Null 

gehen,  sondern 
2ff.  entweder  ^<i^cn  gar  keincn  endlichen  Grenzwert,  otler 
1b.  gegen  einen  von  Null  verschiedenen  endlichen  Grenzwert. 
In   beiden  Fállen  ist  die   Keihe  zwischen  O   und    1    nicht 
gliedweise  inlegiierbar,  ^j 

2c.  Sie  ist  gliedweise  integrierbar  nur  dann,  wenn  lim  lsndx  =  0 
ist.  -^  o 

Dies  ist  z.  B.  dann  sicher  der  Fali,  wenn  die  Máxima  M„ 
unter  einer  endlichen  Grenze  bleihen.  In  diesem  Falle 
wird  man  aber  sogar  noch  melir  sagen  konnen: 

2(i.  Die  Funktionenfolge  S„=    s,//x  konvergiert  in  (O,  1)  í^leich- 

Jo 
mdssi^.    Die   durch   gliedweise   Intcgration   aus    der    iiu- 
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gleicliiniissig  konvergenlen  Reilie  s  enlsleliende  Reilie  ist 
also  (laiin  gleithinassig  konvergent,  wáhrend  iin  allge- 
meineren  Falle  2c  die  Konvergenz  der  gliedweise  inte- 
grierlen  Rcihe  ungleicluiiassig  sein  wird. 
3.  Die  Tangenleiírichtuiig  /„  kann  niit  wachsendeni  n  enlweder 
3«.  keiner  Grenzlage,  oder 

'òò.  einer  vou  der  hoii/.ontalen  verschiedencn  Grenzlage,  oder 
3c.   der  liorizontalen  zuslrebeii. 

Ill  den  beiden  ersteu  Fálleii  ist  die  Reihe  s  am  Piinkte  1 

nicht  gliedweise  diíTerenzierbar,  ini  letzteii  Falle  ist  sie  es. 

Man  sieht  iibrigens,   dass  diese  Fdllunterscbeidung  avieh 

bei  gleichinassiger  Konvergenz  von  s  nolwendig  ist.  Dies 

slininit  mil  deni  Ei'gcbnis  2í/  idjerein, 

Analylische  Reispiele  fiir  die  verscbiedenen  bier  geometriscb 

erscblossenen   Moglicbkeiten    sind    seit    langeni    bckannt.    Mun 

giebt  sie  in  der  Regei  in  der  Forni,  dass  inan  eine  Folge  von 

Funktionen  5„  der  gev^iinsc•bten  Eigenscbaft  konstruiert,  die  sich 

dann   ais   Teilsumnien    der    «Teleskop»-Reibe    íq  +  S  (s„  —  St— i) 

auíTassen    lassen.    Icb    babe    in    nieinem   Unterricbt    niederbolt 

gefunden,    dass   diese    Ari   der   Konslriiklion    von    Reilien   den 

Studierenden  kiinsllicb  erselieint  und  sie  absclireckt.  Icb  niocbte 

daber   im  folgenden  zeigen,    dass  sicb    ungleiebníássig  konver- 

gente  Reiben  aller  Typen  in  einfacbsler  Weise  aus  der  gewobn- 

ficben  geomelriscben  Reilie  ableiten  lassen.  Diese  Reiben  liaben 

den   V^>rteil,  analvliscb  eiiifacbe  Ausdriicke  gleicbzeilig  fiir  die 

einzelnen  Glieder  und  liir  die  Teilsumnien  zu  besitzen. 

Das  naebstliegende  Reispiel  erbalten  wir  folgendeiMiiassen,  In 

deiii  Ausdruck  (1  — x)- entwickeln  wir  l/l  —  x  in  die  geo- 

^  l  —X 

melrisebe  Reibe  und  niulliplizieren  gliedweise  niit  1 — x.  Es 
kommt  dann  eine  Reibe,  die,  von  der  Einbeit  abgezogen,  fol- 
gende  Funktion  ergiebt : 

fiii)^  1  -^\l-x)x\ 
o 

Die  n*®  Teilsumme  ist  5„=^£ç"^^*  und  nábert  sicb  fiir  .r  <^  I  deni 
Wert  O,  fiir  x=  1  bat  sie  den  Wevl  1;  die  Reibe  (\[<i')  wcist 
aiso  die  Unsteligkeitseigenscbafl  \a  auf.  Die  (íestait  der  kurven 
Sn(x)  ist  solbri  zu  iibcrseben,  sie  wacbsen  monolon.  Gliedweise 
Iniegralion  liefei't 

1' ,  (x)  =  x-^  (— ^)  x^^+^, 

^   ^  o   ^71+  I        nl2/ 
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pine    gleichniàssig    konvergeiUo    Reihe     mit    âen    Teilsummen 

S„=  ^'   '^  (Fali  2r/).  (')   Umgekehrt   weist  Fi  (a;)    die    DilTeren- 

tiationseigenschaft  'iò  auf. 

Ais    zweites  Beispiel    helracliten   "svir   dic    in    analoger  Weise 

I 

die  Ueihe  ^  ^ 


gewonnene  Entwicklung  von  1  —  (1  — ^)^y] ^'  Wir  erhallen 

ie  Reihe 

^  o 
Wir  haben 

(n  +  2)(n  +  3)      ,,.,,,   ,.      ,  («+l)(n  +  2) 


X 


..n-)-l 


-(n+l)(„  +  3).+  ^''+'f  +  ^>.^], 


Auch  diese  Funktionen  wachsen  zwischen  O  und  1  monoton, 
náhern  sich  fiir  x<^  1  dem  Grenzwert  O  und  haben  fiir  íc=  1 
den  Wert  1. 

Zwei  successive  gliedweise  Diííerentationen  geben  die  beiden 
Reihen 

/^3(íK)  =  4S(«+l)(n  +  2)(l-íc)2[«-(«  +  3)a^]a;''-í, 
-  o 

f's{x)^^l{n+\){n^2)il-x) 

[(/í—  1  j7i  — 2/i(n-[-2)a;  +  (n4-2)(n  +  3)íc2]a;«-2, 

Ihre  Teilsummen  folgen  durch  zwei  DiíTeientiationen  aus  den 
oben  gebiideten  5,,  und  haben  die  Werte 


(')  Allerdings  hat  das  Beispiel  den  Nachteil,  dass  die  gliedwcise  zu  in- 
tegrierende  Reihe  unstetig  ist.  Allein  dies  koinmt  augenscheinlich  bei 
einem  Beispiel  fiir  2d  iiicht  in  Betracht.  Ein  Beispiel  einer  stetigen  uu- 
gleiohmíissig  konvcrgenten  Reilie,  deren  gliedweise  integrierte  Reilie 
gleichmaasig  konvergiert,  liefert  die  Entwickluug  von 
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líeide  TeilsiitimuMi  gehen  iiu  IrUervall  (O,  1)  g^egcn  NulI,  die 
Ucihen  ('3  uiid  /"s  sind  also  slelige  Funktioneii  (Fali  \ò).  Fassen 
wir  insbesondeie  die  Reihe  fs  ins  Aug;e.  Sie  hat  folgende 
Eigenschaften:  sie  ist  stetig  [\l>)  iind  gliedweise  diílbrenzierbar 
(3c),  dagegen  ist  sie  niolit  gliedweise  inlegrierbar,  denii  die 
gliedweisc  inlegrierte  Reihe  ist  ja  /a,  die  ani  Puiikte  1  den 
Werl  1  besit/.t  (2^).  Daraus  folgt,  dass  f'3  ungleichmassig  kon- 
vergiert,  und  dass  die  Zacken  der  Náheriingskurven  init  wach- 
sendeni  w  Avachsen  miisscn.  Indeitat  habeii  wir  genau  eine,  in 

der  positiven  Halbebene  liegende  Zacke,  die  am  Punkte  x  = - 

7l-\-Z 

(n+l)(«  +  3)/,  2 


ibr   Maxiinum  von   der  Grosse   2  r^  >  - 

71  -f-  2  \        n-\-2, 

also  nálierungsweise  fiir  grosse  n  von  der  Grosse  2ne~'^  erreicht. 

Man  kanii  dies  Resiiltat  in  nocli  etwas  iiberraschenderer  Weise 
fassen,  indem  nian  von  der  Funktion  ['s  aiisgeht:  diese  Funk- 
lion  ist  einmal,  aber  ni:ht  zweimal  glied weise  integrierbar,  Ilir 
erstes  Integral  ist  eine  ungleichmassig  konvergente  Reihe  (2c). 
Sie  ist  ferner  nicht  gliedweise  diííerenziei'bar,  denn  die  Grõs- 
sen  s"n  gehen  gegen  keinen  Grenzwert  (ort).  Die  gliedweise 
Inlegrierbarkeit  erklárl  sich  geonieirisch  so:  die  >"áherungs- 
kuj'ven  s"„  haben  je  eine  ins  Unendliche  wachsende  Zaike  in 
der  positiven  und  der  negativen  Halbebene,  deren  Flacheninhalte 
sich  in  der  Grenze  gegen  einander  wegheben.  (*) 

Schliesslich  sollen  noch  zwei  Beispieíe  angegeben  werden,  in 
denen  die  gliedweise  Integration  einer  Reihe  auf  eine  divergente 
fiihrt  (Fali  2a).    Solche  liefern  die  aus  den  Entwicklungcn  von 

(1 — x)- — , — -^   und    (\  —  X)  — — , — -r    hervoi'gehenden    Reihen. 

'  (i  +íc)^  {\  -\-xy 

Sie  lauten : 

(p3(í«)  =  |l(-l)»(^+l)(n  +  2)(l-a^)ír«, 
~  o 

çp4  (a;)  -  ^  §  (-  1)»  {n  +  1)  {n  +  2)  {n  +  3)  (1  -a;)  x\ 
t>  o 


(')  Die  auf  die  einfache  Integration  beziígliclieu  Betrachtuugen  hatten 

sich  auch  au  das  Beispiel  der  uus  (1  —  ^Y  Y\ T^  entwiekelten  Reihe 

ankniipfen  hissen,  was  etwas  einfacher  gewesen  wiire.  Es  sei  feruer  bemerkt, 

dass  die  aus  (1  —  x)'^ -^ —  entstehende  Reihe  durch  zweimalige  glied- 

weise  Difterentiation  eine  Reihe  f\  liefert,  die  gliedweise  sowohl  inte- 
grierbar wie  differenzierbar  ist  und  bei  beidenProzessen  auf  ungleichmassig 
konvergente  Reihen  fiihrt. 


13 


In  der   lelzlen   Ueihe  fassen  wir   noch  jedes    gcrade   Glied  niit 
deni  folgeiíden  ungeiadeix  zusaniinen  und  erliallen 


^i{x) 


1  * 

V 


(2n  +  2)  (2n  +  3)  (1  -  íc)  [{2n  +  1)  -  (2n  -f  4)  a;]  oc^". 


Durch  gliedweise  Intejjration  folgen 


4>3  (íc) 
Wi  (x) 


-i   o 


X 


^]."f^ 


i-S(2n  +  2)(2n  +  3) 
o   o 


1 


71  -|-  I       n  -{- 


U+o       ,  2n+4    ; 
2n  +  2  2n  +  3      . 


X 


2)1+1 


Fiir  x=  i  nehnien  die  Glieder  der  Reihe  <í>3  abwecliselnd  die 
Werte  +  1  und  —  I  an,  die  der  Reihe  ^'4  alie  den  Werl  —  1. 
Das  Integral  der  ungleichmãssig  konvergenten  Reihe  '^3  wird 
daher  ani  Punkte  x=  1  osciliierend  divergent,  das  der  Reihe  'j»4 
sogar  unendlich.  Es  ist  interessant  zu  sehen,  wie  sich  dies  geo- 
metrisch  erkiart.  Ich  betrachte  nur  die  Reilie  '\n,  die  auflálligere 
der  beiden.  Die  Suninie  der  erslen  ?i  Glieder  von  '^4  ergiebt 
sich  nach  der  niehrfaeh  gebrauchten  Suninialionsinethode  zu 


X 


1      1 


X 


íc2«+2  [(^2n  +  3)  (2n  +  4)  (2n  +  5) 


"      (1  +£Cj3       H  (I  +a;)3 
+  3  (2«  +  2;  (2n  +  4)  (2«  +  5)  íc  +  3  (2«  +  2)  (2n  +  3)  (2/1  +  5)  x^ 
+  (2/i  +  2)(2n  +  3)(2n  +  4)íc3]. 


a 


Wird  hierin  x=  í ^  gesetzt,  so  erhãlt  die  rechte  Seite  cinen 

n 

negativen  Wert   von  der  Gríjssenordnung  n^.    Es  besteht  also 

eine  ausserordenllich  hohe  Zacke  von  verhállnismàssig  brieter 

Rasis,  die  einen  mit  wachsendem  n  wachsenden  Flácheninhalt 

besitzt. 


PALAVRAS  PRONUNCIADAS, 
EIVI  NOIVIE  DO  SENADO  UNIVERSITÁRIO, 

NA  SESSÃO  SOLEMNE 
DE  ABERTURA  DO  ANO  LECTIVO  DE  I9I2-I9I3 

PELO 

Prof.  Eduardo  Pimenta 


Digníssima  Assistência, 
Hespeitabilissimo  Reitor: 

Quanlas  vezes  ao  lèr  o  divino  Eschylo,  nas  paginas  assom- 
brosas do  luimanissiino  Pronielheu,  eu  meditei  longamente  ante 
o  quadro  maravilhoso  da  historia  da  evolução  humana! 

O  heroe  agrilhoado  e  sofrendo  o  brutal  castigo  dos  deuses 
evoca  todo  o  esforço  de  milhares  de  gerações  convergindo  para 
a  omnipotência,  para  a  sabedoria  perfeita,  para  a  felicidade 
suprema.  Se  a  humanidade  reconhece  a  sua  imperfeição,  os 
limites  reslrictos  da  sua  força  e  a  insuficiência  do  seu  saber,  a 
victima  da  soberania  implacável  e  despótica  svmbolisa  o  ideal 
ardente,  que  aspira  a  sentir  a  vida  da  natureza  no  desejo  irre- 
primivel  de  se  tornar  a  alma  do  mundo. 

O  crime  porque  o  castigam  é  o  amor  entranhado  aos  homens; 
e  estorcendo-se  nas  vascas  de  um  suplicio  atroz  o  seu  ultimo  grito 
estrugiu  como  um  canto  de  victoria,  desafio  da  vida  triunfante, 
advinhando  na  derradeira  imprecação  cpie  o  progresso  humano 
é  um  torvelinho,  em  que  o  passado  se  recomeça  para  alai'gar  a 
sua  orbita  por  um  movimento  mais  intenso,  originando  uma 
perpetua  inovação. 

INinguem,  nem  antes  nem  depois  de  Eschylo,  traçou  tão  ma- 
gistralmenle  a  marcha  das  alm;is  em  busca  da  perfeição,  como 
quando  Prometheu  agrilhoado  se  insurge  orgulhoso  e  in- 
submisso  contra  o  destino  cruel  que  o  averga  sol)  o  pezo  rude 
da  desgraça. 

Conta  a  bronca  estupidez  dos  primitivos;  a  inconsciência  com 
que   viam    as   coisas    da  natureza   sem  a  luz  do  entendimento. 
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como  SC  fossem  larvas  de  um  sonho;  o  modo  como  os  tirou  da 
caverna  onde  viviam,  para  os  abrigar  em  casas  cobertas  e  ilu- 
minadas; como  lhes  ensinou  a  distinguir  a  estação  dos  gelos 
da  das  flores,  dos  fructos  e  das  ceifas;  a  observar  o  nascimento 
6  o  ocaso  dos  astros;  a  conhecer  a  maravilhosa  sciencia  dos 
números  e  os  caracteres  do  alfabeto,  a  fixar  os  factos  na  me- 
moria, a  domar  os  animaes,  a  lavrar  a  terra  e  a  deslizar  em 
velivolos  ligeiros  sobre  a  superficie  das  aguas. 

Realisa  a  tragedia  helénica  a  apotheose  da  livre  actividade  do 
espirito  humano,  em  guerra  aberta  pelo  poder  inventivo  contra 
a  repetição  habitual  a  degenerar  fatalmente  no  puro  automa- 
tismo, 

E  que  importa  que  qualquer  progresso  realisado  no  dominio 
do  pensamento  não  seja  imediatamente  conhecido? 

Quanto  mais  elevada  for  a  concepção,  quanto  mais  extensa 
for  a  descoberta  menos  rapidamente  emergirá  do  silencio  que 
as  reacções  da  rotina  fecharão  com  obscura  parede;  mas  o 
interesse  do  numero  restricto  dos  eleitos  ha  de  despertar  as 
atenções  dos  independentes  e  abrir  o  caminho  da  disseminação. 
E  essa  disseminação  teiii  de  fazer-se  pela  escola,  como  o  con- 
firmam tão  sensatamente  as  palavras  de  Oswai.d:  «a  oigani- 
sação  racional  da  educação  é  o  problema  mais  importante  dos 
que  a  humanidade  civilisada  tem  a  resolver  exti-insecamente  ás 
formas  politicas,  juridicas  ou  económicas  do  processo  socia- 
lisador». 

Augmentar  assegurando  o  valor  de  uma  civilisação  é  trans- 
miti-la integralmente  ás  gerações  futuras. 

A  falsa  antinomia  entre  activismo  e  racionalismo  desaparecerá 
diluindo  o  pragmatismo  excessivo  da  actualidade.  Uma  socio- 
logia energética,  congraçando  nas  theorias  de  Uoberty  as  con- 
cepções da  razão  com  as  leis  geraes  do  universo  demonstrará 
que  uma  epocha  altamente  civilisada  é  uma  epocha  acentuada- 
mente utilitarista. 

E  se  a  acção,  concretisando  o  praticismo,  é  a  filha  dilecta  da 
Razão  ou  da  theoria,  os  progressos  das  civiHsações  originar-se-hão 
pelo  desenvolvimento  intenso  dos  conhecimentos  disseminan- 
do-se  profusamente  nos  meios  democráticos  onde  todo  o  tra- 
balho são  é  reputado  ulil. 

O  ano  que  findou  foi  um  ano  pródigo  de  ensinamentos 
HAmwiG,  diiector  de  um  obseivatcjrio  da  Baviera  mediu  com 
precisão  as  dimensões  dos  principaes  corpos  do  systema  solar. 
Ceuasky,  professor  em  Moscow,  pensou  em  utilisar  o  caloi'  do 
sol  por  meio  de  un)a  simples  pilha  ihernio  eléctrica.  Espiu  em 
Ton  Law   descobriu   uma   nova   estrela;   e    no  observatório    do 
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Monte  Wilson  niontou-se  uni  gigantesco  telescópio  com  254  cen- 
linietros  de  diâmetro. 

Como  se,  no  cérebro  de  todo  o  homem  dormisse  o  velho 
instincto  da  ave  e  só  fosse  precisa  a  hora  do  despertar,  assigna- 
lou-se  no  ultimo  ano  que  findou,  o  triunfo  da  navegação  aérea. 
A  admirável  noção  do  cquilihrio  cpie  Damiíc  considera  a  de- 
molidora das  velhas  filosofias,  é  por  intuição  a  força  do  ousado 
naula  que  ora  vae  pairando  nas  amplidões  do  vasto  ceu. 

A  estabilidade  automática  do  aparelho  ha  de  marite-la  a  an- 
tena que  «aprehende  o  vento»  transmitindo  a  órgãos  especiaes 
o  movimento  comanditivo.  Mahmomer  resolve  o  problema  com 
a  combincição  simultânea  dos  gyroscopos  vertical  e  horisontaes. 

MAGu^^A  seguindo  as  orientações  de  Mkrcadier  aplicou  as  cor- 
rentes ondulatórias  aos  systemas  telegráficos  impressores. 

Montai"am-se  instalações  em  que  os  aparelhos  Hughes  se  as- 
sociam ao  quádruplo  Baudot;  e  a  telegrafia  multiplex  provoca  o 
rendimento  fabuloso  de  17:000  palavras  por  hora. 

A  transmissão  automática  vè-se  realisada  no  systema  telegrá- 
fico de  SlEnE^s  e  IIalske;  a  telegrafia  sem  fios  precisa  as  medi- 
ções das  longitudes-,  e,  por  entre  os  cerraceiros  que  obscurecem 
as  costas  e  põem  em  risco  os  mareantes,  vae,  num  raio  de  ses- 
senta kilometros,  regular  a  posição  iiiadiando  o  aviso  preven- 
tivo dos  radio-faroes  e  anunciar  as  pertui"bações  athmosfericas 
e  o  tufão,  que  já  vem  remoinhando  próximo  agitando-se  numa 
fúria  destruidora,  aos  navios  seguindo  dia  e  noite  a  linha  do  seu 
roteiro, 

Beauciiamp  e  Negrier  inventam  um  pára-raios,  cuja  acção  é  um 
milagre,  O  seu  nome  é  «Niagara  eléctrico»;  os  seus  efeitos  são 
maravilhosos  quebrando  a  energia  devastadora  dos  temporaes; 
e  erguido  nas  torres  de  S.  Julien  d'Ars  evita  o  raio  e  as  co- 
piosas saraivadas. 

Nas  mãos  do  genial  petrografo  VER^EUIL,  realisou-se  a  synthese 
perfeita  da  safira,  reproduzindo  o  colorido,  a  beleza,  a  refração 
das  mais  belas  e  mais  preciosas  pedras  naturaes  do  Oriente. 

O  principe  Koland  Boinaparte  indica-nos  as  formações  geoló- 
gicas do  Dahomey  e  devassa  uma  zona  até  agora  obscura  alas- 
trante  por  entre  33"  de  longitude  e  21"  de  latitude.  Chevalier 
traça  uma  caria  HcMestal  e  botânica  da  Africa  do  ocidente. 

Entre  os  casos  multi[)los,  a  transmissão  heretiitaria  dos  cara- 
cteres adípiiridos,  assaz  provada  por  variadissinK)s  lãctos,  teve 
agora  uma  demonstração  expei-imental  na  estação  biológica  do 
Prater  de  Viena. 

O  mesmo  Lacerla  vivipaia  criado  numa  temperatura  de  25" 
a  30**,  durante  uma  serieção  de  gerações,  de  vivipuro  que  era 
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torna-se  oviparo;  de  modo  que  uma  qualidade  adquirida  sob 
um  influxo  ihermico  persiste  além  da  vida  íIo  individuo  onde 
se  originou  e  transmile-se  á  descendência,  manlendo-se  ainda 
que  esta  volva  ás  condições  normaes  e  ordinárias  de  lempera'- 
tura. 

Lk(;endhe  e  Picron  descobrem  a  causa  do  sonmo  pela  pre- 
sença no  sangue  de  um  liypnoloxico,  veneno  somnifero  cpie 
])eide  as  propriedades  nocivas  quando  aquecido  a  65*^. 

Ideias  novas  se  acentuam  no  tratamento  das  tuberculoses;  e 
a  reflexoteiajjia  lealisa  o  milagre  de  obrigar  a  natureza  a  agir 
por  si  propiia  e  a  cicatrisar  as  feridas  que  causou. 

Taes  foram,  delineados  rapidamente,  em  esquisso  fugidio,  os 
grandes  progressos  da  sciencia   no  curto  dobar  de  doze  meses. 

E  porque  muitos  foram  e  inq^ortanlissimos  os  progredimenlos 
do  saber  liumano,  num  ião  curto  espaço  de  tem|io,  porque  não 
baveuios  de  insurgirmos  conli"a  a  pbrase  contestadora  das  ibeo- 
risações  de  Dantf.c  escripta  pelo  seu  antagonista  Goiíket  d'AL- 
viella:  «Um  pouco  menos  de  exagero,  para  não  dizer  mais  mo- 
déstia, eis  o  que  convinha  á  sciencia». 

Sente-se  no  conceito  mesquinho  o  pezo  do  preconceito"  a 
explosão  sensível  das  qualidades  inferiores ;  o  habito  de  con- 
ceber um  typo  bom,  caridoso,  fraternal  e  amoravel  que  não 
poderia  ter  duração  sobre  a  terra;  porque  «ser  é  luctar;  viver 
é  vencer».  Todo  o  organismo  vivo  prevalece  victorioso  eniquanlo 
assegura  uma  supremacia  física  e  uma  supremacia  chimica  sobre 
os  corpos  com  que  lucla.  Triunfo  decisivo,  apenas  modificado 
no  seu  sentido  absoluto,  pela  marcha  evolutiva  ou  pela  trans- 
formação das  espécies. 

Na  sua  correlacionação  com  o  mundo  ambiente  só  cede  para 
criar  o  habito  individual  ou  a  adaptação  especifica.  A  noção  da 
vida  universal  é  um  erro  que  necessita  uma  emenda:  a  noção 
exacta  da  lucta  universal. 

Todo  o  organismo  lucta  com  as  influencias  inimigas.  O  com- 
bate conduz  á  obtenção  das  condições  inchspensaveis  da  vida  e 
a  estabelecer  a  solidariedade  das  selecções  enti'e  os  organismos 
e  o  meio  geral.  Com  este  critério  para  ponto  de  partida  a  his- 
toria universal  é  o  reflexo  da  selecção  natural;  é  uni  fenómeno 
fisico-cliimico  dependente  da  acção  combinada  da  adaptação  e 
da  hereditariedade  na  lucta  pela  existência. 

A  lucta  é  a  condição  essencial  da  vida,  quer  ella  se  traduza 
na  ])articularidade  activa  e  transportável  de  uma  diastase,  no 
fabrico  da  anti  toxina  victoriosa  do  animal  que  se  defende  contra 
uma  toxina,  quer  se  manifeste  no  duelo  sobrehuniano  entre  o 
sentimento  e  a  razão. 
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A  Ilida  é  a  lei  universal  da  natureza;  e  o  ninbil  da  conser- 
vação própria,  da  conservação  do  individuo  e  da  espécie. 

jNingueni  melhor  a  definiu  do  cjue  Schiller,  o  sublime  idea- 
lista: «O  mechanismo  do  universo  sustenta-se  pela  fome  e  pelo 
amor». 

Senhorks  Alum^os  : 

É  o  homem  como  um  navio  acossado  pelos  temporaes-,  para 
que  ele  seja  são  é  preciso  que  mantenha  um  equilibrio  feliz 
entre  as  tendências  individualistas  e  as  resultantes  da  vida  so- 
cial. Nem  exceder  o  individualismo  ao  requinte  egoista,  o  que 
socialmente  o  torna  um  elemento  perturbador,  quem  sabe  se 
pei'dido  na  noite  do  crime,  nem  um  rigorista  pautado  nas 
normas  do  dever,  ao  exagero  da  máxima  renuncia,  christão  ou 
nihilista,  ja  librado  num  ascetismo  que  é  a  negação  da  prí^pria 
vida.  Aguerri-vos  para  a  lucta  de  amanhã,  pensando  que  se 
a  injustiça  ainda  vexa  e  oprime,  a  nossa  epocha  é  bem  dife- 
rente de  outras  epochas  que  já  passaram. 

Quantas  vezes  me  vem  lembrando  que  os  progressos  da 
sciencia  são  bruscos,  mas  que  a  evolução  do  homem  para  a 
almejada  perfeição  é  de  longa  e  extensíssima  demora!  Por  isso 
não  percaes  a  vossa  individualidade,  nem  vos  quebranteis  em 
devaneios  de  sonhadores. 

\ Olvei  comigo  á  Hellade,  onde  pela  boca  de  Pioinetheu  ou- 
vireis a  imprecação  vehemente  contra  as  determinações  dos 
deuses,  implacáveis  como  uma  superstição  apavorante  de  ter- 
rores, porque  líies  roubou  o  fogo  com  que  aqueceu  a  alma  do 
homem  e  lhe  iluminou  em  jorros  de  luz  os  cerraceiros  do  cé- 
rebro lento  em  raciocinar. 

Ahi  aprenderemos  que  nos  amargura  a  nostalgia  de  uma 
pátria  longiqua  onde  se  sagra  só  o  que  tem  grandeza  e  elevação 
moral. 

Os  rudes  batalhadores  da  ideia  devem  ascender  sempre  mais 
alto  na  sua  afadigada  marcha.  Do  ponto  elevado  onde  chegaram 
ainda  não  medem  o  horisonte,  porque  este  vae  sendo  cada  vez 
mais  amplo.  As  cristas  da  montanha  sobem  ao  ceu;  quando 
se  atinge  uma  cumiada  poz-se  o  pé  no  degrau  por  onde  se  al- 
condora  ao  pico  mais  elevado  já  perdido  na  azulina  transpa- 
rência do  Ideal ! 


DUAS  PLANTAS  CRITICAS 

POR 

Gonçalo  Sampaio 


Existem  no  nosso  paiz  duas  espécies  de  Plantág^o  sobre  que, 
não  obstante  serem  elas  muito  distintas  e  seguramente  incon- 
fundiveis,  tem  havido  uma  certa  confusão. 

Uma,  a  Planta go  radicala  HoíF.  et  Lk.,  foi  pela  primeira  vez 
descrita  e  figurada  na  flore  portugaise,  vol.  i,  pag.  í28,  tab.  73, 
entre  os  anos  de  181G  e  1820,  pelo  Conde  de  Hoíímansegg  et 
Link,  não  tornando  a  ser  mencionada,  que  eu  me  recorde 
agora,  até  á  publicação  da  monografia  das  1'lantaginaceas  de 
Decaisne,  inserta  no  vol.  xni  do  prodromus  syst.  nat.  de  Alf. 
De  Candolle,  em  1852. 

Decaisne  não  viu,  com  certeza,  exemplares  portugueses  da 
planta  e  não  liesitou,  porisso,  em  considera-la  idêntica  á  P.  m- 
bulala  Lin.,  levado  pela  diagnose  incompleta  ou  imperfeita  de 
HoíT.  et  Lk.  e  pela  respectiva  estampa,  que  representa  uma 
forma  média  não  frutificada  ainda,  e  não  a  sua  forma  extrema 
mais  característica.  Viu,  porém,  a  mesma  espécie  dos  arredores 
de  IMadrid  e,  não  reconhecendo  nela  a  planta  de  Portugal,  des- 
creveu-a  como  coisa  nova  para  a  sciéncia,  sob  a  designação  de 
P.  acanthop/iijlla,  com  que  modernamente  é  conhecida. 

Que  a  plantagínea  de  Decaisne  e  a  de  HoíTmansegg  e  Link 
são  uma  única  e  mesma  planta,  não  é  isso  já  hoje  para  dúvidas, 
desde  cpie  se  conhecem,  nos  herbários,  exemplares  autênticos 
da  P.  radicala,  colhidos  por  diversos  herborisadores  modernos 
nos  arredores  de  Bragança,  seu  logar  clássico.  (>omparei  com 
o  máximo  cuidado  plantas  obtidas  pelo  sr.  A.  Moller,  em  1884, 
e  por  mim,  em  1903,  nos  arrabaldes  desta  cidade,  com  espé- 
cimens da  plantagínea  de  Decaisne  vindos  de  diferentes  locali- 
dades espanholas,  inclusive  Madrid,  donde  eram  provenientes 
os  exemplares  que  serviram  para  definir  a  espécie.  São  exacta- 
mente  a    mesma   coisa,    encontrando-se    em   Bragança    formas 


80 


ií^uais  em  tudo,   iiiesnio  nas  menores  particularidades  e  no  as- 
pecto, aos  das  cercanias  madrilenas. 

Não  ha  que  hesitar,  pois:  os  hinomes  P.  radicata  HoíT.  et  Lk. 
e  P.  acant/iophylln  Dec.  referem-se  á  mesma  espécie,  devendo 
ser  preferido  o  primeiro,  em  vista  do  princípio  de  piMoridade 
estahelecido  em  nomenclatura  hotàiiica,  como  lei. 

A  P.  radicata  é  uma  espécie  poliinorfa,  como  todas  as  suas 
afins;  todavia  conserva  sempre  caracteres  próprios,  que  a  dis- 
tinguem com  firmeza  tanto  da  P.  suhulala  como  da  P.  recur- 
vata,  espécies  lineanas  de  ípie  mais  paiticularmente  se  aproxima. 
Uui  desses  caracteres,  absolulamenle  fixo,  consiste  em  que  as 
sepalas  anteriores  do  cálix  são  igual  e  largamente  escariosas  de 
ambos  os  lados,  coisa  que  se  não  verifica  em  nenhuma  destas 
duas  últimas  plantas,  como  constatei  em  numerosos  exemplares 
de  França  c  Itália,  í[uc  pude  observar.  Em  Hraganca,  uma  das 
localidades  portuguesas  onde  tem  aparecido  e  domina  a  forma 
típica,  a  planta  apresenta  as  folhas  bem  pilosas,  normalmente 
alongadas  e  mais  lai'gas  que  as  da  P.  recurvata  Lin  ,  sendo 
algumas,  em  casos  rarissimos,  providas  para  cima  do  meio  de 
pequenos  dentes  mucroniformes;  àlèm  disso,  as  hastes  são  por 
via  de  regra  um  tanto  elevadas,  com  espigas  finas  e  longas.  Ao 
lado  destes  exemplares  típicos,  no  entanto,  outros  aparecem  de 
pequeníssimas  dimensões,  encontrando-se  alguns  exactamente 
iguais  aos  de  uma  forma  reduzida  fpie  existe  na  Serra  da  Es- 
trela e  que  eu  descobri  também  em  Castro-Laboreiro,  na  Serra 
da  Cabreira  e  no  Marão,  a  altitudes  elevadas,  para  cima  de 
í:OUO  metros. 

Esta  forma  pequena  e  predominantemente  glabra,  ou  quasi, 
liga-se  em  Bragança  por  numerosos  intermédios  ao  tipo,  para 
o  cpial  representa  o  que  a  variedade  ínsu/arts  e  a  variedade 
cupilellala  — da  qual  tem  o  aspecto  e  com  a  qual  é  confundida 
em  Portugal — respectivamente  representam  para  a  P.  suhdala 
e  P,  recurvata,  que  se  não  encontram  entre  nós. 

Esclarecido  este  ponto,  convém  esclarecer  igualmente  um 
outro,  que  de  perlo  se  prende  com  èle.  Trata-se  de  uma  planta 
colhida  pela  prinieira  vez  no  Algarve,  por  Ed.  Bourgeau,  e 
encorporada  em  1870  por  M.  Willkomm  (produomus  fl.  iusp., 
vol.  n,  pag.  357)  na  P.  acanthophylla,  sob  a  denominação  de 
var.  bracfeosa, 

Willkomm  não  fazia  uma  ideia  segura  da  espécie  de  Decaisne, 
])ois  do  corjtrário  não  lhe  teria  subordinado  a  forma  algarvia, 
(pie  não  só  apresenta  um  «fácies»  notavelmente  diverso,  mas 
até  se  afasia  nuiito  mais  dela  do  que  se  afastam  enire  si  qual- 
quer das  citadas  espécies  lineanas.    A  planta  do  sul   português 
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é  uma  endémica  notabilissima,  que  se  deve  manter  como  es- 
pécie autónoma,  ainda  que  se  fundam  num  mesmo  grupo  espe- 
cífico as  P.  subulata,  P.  recurvata  e  P.  radicala,  muito  mais 
próximas  umas  das  outras. 

Em  Vila  Nova  de  Milfontes  pude  observar,  por  mais  de  uma 
vez,  esta  curiosa  planta,  que  forma  quasi  que  um  tapete  con- 
tínuo junto  da  costa  marítima,  na  charneca,  ao  sul  do  rio  Mira. 
Nesta  estação  alemtejana  as  suas  folhas  são  muito  pilosas,  finas, 
liirtas,  alon^^adas  ou  curtas,  umas  vezes  todas  inteiras,  outras 
vezes  umas  inteiras  e  outras  denticuladas,  semelhando  um  pouco 
as  de  certas  formas  reduzidas  da  P.  coronopus;  as  hastes  são 
relativamente  grossas  e  curtas,  com  pêlos  deitados  abundantes 
e  terminadas  por  espigas  grossas  e  geralmente  longas,  fazendo 
lembrar,  pelo  simples  aspecto,  as  dos  exemplares  robustos  da 
P.  Bellardi;  no  principio  da  floração  estas  espigas  oferecem 
uma  coma  constituida  pelas  bracteas,  que  são  notavelmente 
alongadas,  bem  mais  compridas  que  as  flores,  espinescenles, 
carnósulas  e  muito  peludas,  como  os  cálices;  as  sepalas,  bas- 
tante maiores  que  as  da  P.  mhulala  —  que  no  meu  critério  é  a 
forma  que  mais  se  lhe  avisinha,  embora  se  afaste  dela  por  con- 
sideráveis caracteres  e  pelo  aspecto — são  ovaes-obtusas,  não 
escariosas  no  cimo:  as  posteriores-laterais  muito  enquilhadas, 
as  anteriores  ambas  escariosas  só  de  um  lado,  coisa  que  não 
acontece  em  nenhuma  das  suas  espécies  afins. 

Seguindo  a  costa  para  sul,  até  aos  limites  do  Algarve,  en- 
contra-se  a  planta  sempre  com  estes  caracteres;  todavia,  a  So- 
ciedade Broteriana  distribuiu,  com  o  n.°  1008,  exemplares 
colhidos  em  Ferreiras,  em  1887,  pelo  sr.  Joaquim  António  Tei- 
xeira, que  apresentam  as  folhas  menos  pilosas,  isomorfas,  as 
hastes  mais  finas,  as  espigas  mais  estreitas  e  quasi  glabras.  Esta 
forma,  que  denomino  var.  gracilenta  nob.,  é  provavelmente 
instável  e  devida  a  uma  estação  particular. 

Convém  notar,  ainda,  que  pela  dissecação  os  pelos  das  hastes 
e  das  espigas  se  tornam  mais  ou  menos  arruivados,  e  as  bra- 
cteas, como  a  paite  verde  das  sepalas,  adquirem  uma  còr  igual- 
mente ruiva  ou  negra. 

Termino  estes  apontamentos,  cuja  publicidade  me  parece 
conveniente,  pela  seguinte  nota  condensada : 

Plantado  radicata  HofT.  et  Lk.  (an.  1816-1820);  P.  acan- 
ihophylla  Dec.  (an.  1852);  P.  subulata  Dec.  ex  syn.,  non  Lin.; 
P.  carinala  J.  Henrq.  non  Schrad,;  P.  recurvata  P.  Cout.  non 
Ein.  —  Cálix  bem  achatado,  com  as  sepalas  anteriores  igual  e 
largamente  escariosas  de  ambos  os  lados,  ténues,  acuminadas; 
VoL.  VIU  —  N.°  2  2 
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braoteas  dclg^adas,  não  (hi  pouco  mais  lonj^as  (jiic  os  cálices, 
conservando  a  còr  pela  dissecação;  espiga  com  2-4  mil.  de 
largo,  tipicamente  longa;  folhas  isomoiias  ou  licteromorfas. 
Traz  dos  Montes,  em  varias  localidades. 

var.  monticola  Samp.;  P.  subulata  Brot.  non  Lin.;  P.  cari- 
nala  var,  depauperala  .1.  Ilenrq.  non  Gien.  et  Godr.;  P.  recur- 
vata  var.  capitcUaia  P.  Cout.  non  Lin.  nec  Ham.  —  (Caules  den- 
samente cespiíosos;  follias  curtas  e  (ínas,  isomorfas,  glabras  ou 
pilosas;  hastes  ténues,  muito  baixas,  com  espigas  menores. 
Montanhas  elevadas,  de  Gastro-Laboreiro  á  Estreia  ('). 

Pla(as;o  braoíeosa  (Willk.)  Samp.;  P.  serpeyilina  Coss.  apud 
Bourg.  non  Yill.;  P.  acantliopJnjUa  var.  bracleosa  Wililv.;  .1. 
Henrq.;  P.  Cout.  —  Cálix  bem  achatado,  maioi',  com  as  sepalas 
anteriores  ambas  só  escariosas  de  um  lado,  obtusas;  bracteas 
acenluadaments  carnósulas,  bem  mais  longas  que  as  flores,  es- 
pinesantes  e  tornando-se  negras  ou  ruivas  pela  dissecação; 
espiga  com  4-7  mil.  de  largo,  normalmente  longa;  folhas  hetero- 
morfas  ou  isomorfas.  Litoral,  para  sul  de  Milfontes. 

var.  gTacilenta  Samp. — Hastes  mais  finas  e  geralmente 
alongadas;  folhas  isomorfas,  ténues,  menos  pilosas;  espigas 
mais  estreitas,  em  regra  só  com  4-5  mil.  de  largo,  glabras  ou 
quasi.  Algarve. 

Porto,  19  de  março  de  1913. 


(')  Com  o  n."  1490,  a  Sociedade  Broteriana  distribuiu  exemplares  desta 
planta,  colhidos  na  Estrela  pelo  falecido  naturalista  Ricardo  da  Cunha, 
com  os  quais  se  encontram  em  mistura  formas  nanas  do  P.  alpina  Lin. 
Devo  esclarecer  que  esta  ocupa  ali  os  pontos  mais  elevados  da  serra,  ao 
passo  que  a  P.  monlicola  desce  a  altitudes  bastante  mais  baixas,  como  lá 
observei.  Alem  disso,  as  formas  nanas  do  P.  alpina,  embora  apresentem 
as  folhas  pequenas,  estreitíssimas  e  canaliculadas,  nunca  as  tem  hirtas  e 
carinadas,  mas  sim  flácidas  e  arredondadas  pelo  dorso,  mesmo  no  ápice, 
e  conservam  nas  suas  ílores,  de  cálices  não  tanto  achatados  e  com  sepalas 
muito  menos  flagrantemente  desiguais,  os  característicos  próprios  da  sua 
espécie. 


NOÇÕES  DE  CALCULO  DAS  PROBABILIDADES 
PARA  O  ESTABELECIMENTO  DAS  BASES  DA  ESTATÍSTICA 


POR 


J.  Freire  de  Sousa  Pinto 

Professor  da  Universidade  de  Coimbra 


(  Confirmação) 


As  hypotheses,  que  resta  considerar,  de  algumas  identifica- 
ções dos  elementos  do  quadro  (2)  representam  na  verdade 
coincidências  accidentaes  sem  importância  ainda  quando  as 
acompanham  as  de  identificações  das  respectivas  sommas  w, 
porque  d'ahi  apenas  resultam  identificações  das  probabilidades 
ou  dos  elementos  cori'espondenles  da  matriz  de  (5),  o  que  não 
imprime  caracter  distincto  á  formula. 

Mesmo  se  forem  completamente  idênticos  os  números  de  con- 
jug-abilidade  de  alguns  dos  systemas  eventuaes,  isto  é,  algumas 
das  linhas  do  quadro  (2),  a  identificação  resultante  das  linhas 
correspondentes  da  matriz  do  determinante  arithmetico,  que  o 
não  annulla  como  na  Álgebra,  não  representará  modificação 
caracteristica  na  expressão  geral  do  resultado  que  assim  está 
em  (5). 

Todavia  a  identificação  total  dos  svstemas  eventuaes,  tradu- 
zindo-se  na  de  todas  as  linhas  da  matriz,  eguala  também  todos 
os  termos  do  determinante  arithmetico,  cujo  symbolo  poderá 
desapparecer  dando  logar  á  formula  explicita 

(6)  P(A.B,...EF...)  =  Jil/—  í^aW.  .  .  PePF-  .  . 

E  além  da  importância  d'esta  simplificação  analytica,  a  iden- 
tificação dos  svstemas  eventuaes  tem  o  principal  valor  de  re- 
presentar a  hypothese  da  composição  devida  á  acção  repetida 
tias  origens  casuaes,  a  qual  é  realmente  abrangida  ne  deíiíiição 
de  que  partimos. 
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A  formula  (6),  embora  contida  na  expressão  geral  (h),  vem 
por  isso  completar  a  discussão  do  assumpto  dimanada  d'esla 
definição  no  campo  aleatório,  em  que  de  principio  a  temos,  até 
agora,  coUocado  exclusivamente. 

E  é  ella  ainda  que  assim  vae  estabelecer  a  transição  natural 
paia  o  exame  d  elle,  no  campo  da  repetição,  ou  dos  pheno- 
menos. 

Para  definirmos  essencialmente  a  entrada  nesse  exame  deve- 
remos primeiramente  substituir  a  significação  que  demos  aos 
números  do  ípiadro  (2)  pela  que  lhes  compete  no  novo  campo 
como  determinantes  das  probabilidades  dos  phenomenos  (1)-, 
isto  é,  taes  números  representarão  agora  os  das  lepetições  dos 
phenomenos  respectivos  com  iegislr"os  de  producção  dos  s\s- 
mas  casuaes,  devidamente  prolongados. 

Mas  concluamos  immediatamente  d'essa  substituição  que,  não 
obstante  a  discussão  feita  dejiender  essencialmente  d'aquella 
primeira  significação  dos  números  (2),  poderemos  consideral-a 
legitimamente  extendida  ao  novo  camjx)  phenomenal  e  portanto 
egualmente  applicaveis  a  este  os  resultados  a  que  temos  che- 
gado. 

Realmente,  aos  números  de  repetições  dos  phenomenos  de 
um  systenja  casual  determinantes  das  respectivas  probabilidades, 
poderemos,  sempre  que  nos  convenha,  dar  a  significação  auxi- 
liar dos  números  de  conjugabilidade  de  um  correspondente 
systema  eventual,  visto  aquella  funcção  determinante  exigir  a 
manifestação  da  lei  de  proporcionalidade  dos  números  de  repe- 
tição e  esta  significar  a  identificação  das  circunstancias  pheno 
menaes  ao  typo  aleatório. 

Portanto  ainda  no  canq^o  dos  phenomenos  ou  da  lepetição  é 
a  formula  (5)  a  expressão  geral  cio  assumpto. 

Ella  determina  a  probabilidade  composta  em  funcção  das 
probabilidades  simples  conqjonentes,  determinadas  innnediata- 
mente  a  partir  do  fundamento  numérico  (2),  ou  elle  tenha  a 
significação  essencial  aleatoiia  ou  a  phenomenal. 

O  príjicijrio  (las  probabilidades  compostas  tem  poi'tanto  o  se- 
guinte eíuíiiciado  resumido: 

A  probabilidade  composta  t  a  soinma  dos  pi  odncíos  das  proba- 
bdidades  simples  correspondenles  a  todas  as  variações  possiveis  das 
origens  casuaes,  multiplicada  pelo  producto  inverso  das  multiplici- 
dades de  cada  uma  das  casualidades  simples  diversas. 

Esta  solução  geral  da  questão  só  pode  ser  acompanhada, 
como  fica  diclo,  das  pariicularidades  de  se  annullarem  algumas 
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d*aquellas  probabilidades  simples,  isto  é,  alguns  dos  elenienros 
da  matriz  do  sommatorio  determinante  aritlinietico  da  lormula, 
por  corresponderem  a  casualidades  simples  não  contidas  nas 
respectivas  origens  easuaes  (1),  ou  de  algumas  das  mesmas  pro- 
babilidades se  egualarem  quando  são  porventura  idênticos  os 
correlativos  números  (2)  e  as  suas  sommas. 

Estas  particularidades  arithmelicas,  como  vimos  também, 
quando  parciaes,  não  modificam  caracteristicamente  tal  solução 
geral. 

Ha  porém  dois  casos  de  simplificação. 

Quando  Iodas  as  casualidades  simples  tiverem  suas  origens 
easuaes  exclusivas,  que  foi  o  primeiro  aspecto  sob  que  estudámos 
a  questão,  a  solução  geral  (5)  simplifica-se,  tomando  a  formula 
explicita  (3),  que  inadvertidamente  se  confunde  com  essa  so- 
lução geral,  resumindo-se,  como  dissemos,  nos  termos  simples: 
a  probabilidade  composta  egual  ao  producto  das  pi  obabilidades 
simples. 

É  quando  a  identificação  dos  systemas  numéricos  (2)  for  total, 
a  formula  geral  (5)  toma  a  forma  explicita  (6)  a  que  poderá 
dar-se  o  seguinte  enunciado: 

A  probabilidade  do  phenomeno  composto  é  o  producto  da  relação 
entre  a  factorial  do  numero  de  phenomenos  componentes  e  o  pro- 
ducto das  facloriaes  das  suas  multiplicidades  pelo  producto  das  pro- 
babilidades simples,  elevadas  a  expoentes  respectivamente  eguaes  ás 
mult  iplicidades . 

A  formula  (5),  como  expressão  inteiramente  geral  do  assum- 
pto, e  as  (3)  e  (6)  como  formas  particulares  e  características 
({'essa  expressão,  constituem  a  solução  total  da  questão,  resu- 
mida nos  três  enunciados,  e  sendo  o  que  coriesponde  á  for- 
mula (o)  o  principio  procurado  da  composição. 

Destacaremos  ainda  a  formula  (6)  como  tendo  principal  im- 
portância pratica  na  questão,  em  virtude  de  representar  a  com- 
posição devida  á  acção  repetida  d'um  único  systema  casual,  e 
ser  realmente  essa,  por  via  de  regra,  a  origem  dos  casos  de 
composição  que  lia  a  considerar  no  Calculo  das  Probabili- 
dades, muito  especialmente  na  sua  região  phenomenal.  E  é 
com  effeito  á  reducção  d'esta  formula  (G)  que  nos  dirigimos  em 
particular  neste  trabalho  de  generalisação,  porque  ella  é  o  ponto 
de  pertida  da  analvse  de  Bernoulli  que  vamos  expor  como  fun- 
damento analvtico  dos  tiaballios  estatísticos. 

Ella  existe  assim  no  Calculo  das  Probabilidades  desde  os 
seus  desenvolvimentos  primitivos  Mas,  trazida  para  o  campo 
da  repetição  como  conclusão  inunediata  da  foimula  (3),  que 
havia  sido  estabelecida   rudimentarmente  sobre  exemplos  alea- 
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tórios,  ella  carecia  absolutamcnle  da  extensão  e  filiação  na  ex- 
pressão geral  (5),  que  acabamos  cie  lhe  dar. 

Notaremos  ainda  qne  a  repelirão  é  naturalmente  acompanhada 
da  ideia  de  ordem  cie  successão,  que  não  temos  considerado:  ou 
os  phenomenos  componentes  se  succedem  por  determinada 
ordem  ou  por  ordem  qualcjuer.  Nesta  segunda  hypothese  im- 
plicila,  é  que  íoi  deduzida  a  formula  (6). 

A  prescripção  da  ordem  corresponde  á  diversidade  das  ori- 
gens phenomenaes  e  por  isso  tem  a  sua  solução  particular  na 
formula  (3).  E  a  shimltaneidacle  é  um  caso  limite  de  successão 
egualmcnte  representada  nesta  formula. 

Theorema  de  BernouUi 

Os  trabalhos  de  Jacquks  BER^ouLLI  no  Calculo  das  Probabili- 
dades são  uma  das  mais  notáveis  applicações  do  desenvolvimento 
binomial  de  Newton,  proveniente  da  feliz  lembrança  da  compa- 
ração dos  termos  d'esse  desenvolvimento  com  a  expressão  da 
probabilidnde  composta  que  acabamos  de  formar. 

fiealuiente,  se  os  termos  p  e  q  do  binómio  representam  as 
probabilidades  de  dois  phenomenos  a.  e  fi  coyitradictorios  na  lin- 
guagem clássica,  isto  é,  que  constituem  um  systema  casual 
completo,  realizando-se  então  necessariamente  um  d'elles  em 
cada  producção  phenomenal  e  sendo,  porisso, 

(8)  />  +  ?=> 

os  termos 

(9)  ?/^(m-l)(m-2)...(m-^•+l)  ^^.^^,,^_. 

do  desenvolvimento  d'uma  potencia  inteira  7n  àep-{-q  são  as 
expressões  das  probabilidades  das  diflerentes  hypotheses  de  re- 
partição de  ?«  repetições  craquelle  systema  casual  a  e  [3,  pois  que  é 

m(m  —  \){m  —  2) .  .  .  (m  —  ?  +  I )  vnl 


i  !  i\  X  {m  —  / ) ! 

Assim,    representando  poi-   I*,,  ,„— i  í>   probabilidade  da  li\p(j' 
these  d(!  /  repetições  de  a  e  ?n  —  i  de  (5,  teremos 
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Este  resultado  iiniiiediato  da  interferência  da  lei  do  desen- 
volvimento binomial,  no  campo  das  probabilidades,  salienta  já 
notavelmente,  como  circunstancia  essencial  d'esta  analyse,  o 
facto  de  constituírem  um  novo  systenia  phenomenal  completo, 
para  cada  valor  de  m,  ou  antes,  em  cacía  phase  de  repetição, 
as  diversas  hypotheses  de  repartição  dos  phenomenos:  uma  se 
realizará. 

Examinemos  agora  a  sequencia  dos  valores  Pi,  »t-í  das  respe- 
ctivas probabilidades. 

Se  suppozermos  primeiramente  dois  phenomenos  a  e  [3  com 
probabilidades  p  &  q  eguaes  entre  si  e  por  isso  a  O,  &,  as  expres- 
sões (9)  dos  termos  de  (10)  reduzem-se  a 


(H) 


m{m—\){m  —  T}  .  .  .  (m  —  ?"+  1)  /  n  ™ 


'!  \4 


isto   é,    aos    coefficientes    dos    termos    do   desenvolvimento    de 

/ 1  \  «í 
Newton  multiplicados  pelo  factor  constante 
Ora  d'estes  coefficientes 

in(m  —  1 ) .  .  .  ím  —  ?  +  ' ) 

Mi  =  — ^ '—-1 L 

i ! 

é  sabido :    1 ."  que  tem  valores  eguaes  e  crescentes  a  partir  dos 
dois  extremos  alé  ao  médio 


M ,.  = 


m{m—  \)-  '  ■yn  —  —  -\-\j 


2  • 


ou  médios 


M,„_i 


/         m  -  1    , 
m  {m  —  1 ) .  .  .  [tn \-  1 

m  —  1 
( 


m{m  —  \).  .  Am \-  í  j 


m+  1 


=  M 


TO-f-l 


conforme   m   fòr   par   ou   impar;    2."  que  o  crescimento  d'estc 
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duplo  grupo  numérico 

■  M ... 
m(m  —  1 )      m  (m^-  í)(m  —  2)  \    '^ 


m 


1,      7/1, 


-■^  jM„j_,  =  M^+t 


é  tanto  mais  forte  de  principio,  ou  antes,  nos  dois  extremos  do 
desenvolvimento  binomial,  quanto  maior  fòr  w,  diminuindo  porém 
essa  força  de  crescimento  alé  ao  máximo  M„i  ou  M„i_( ^ M„i4.i-, 
pela  attenuação  successiva  dos  valores  ¥  2  2  ' 

1  2 

m  —  1       ?n  —  2  \  1  -j 

m,    ~^,    -^-  .  .  .    <  ;. 

(1 

in  —  í  -f-  1 
que  toma  a  fracção  de  conversão ; para     - 


i=í,  2,  3 


\fn  +  1 


sendo  reciprocos  e  por  ordem  inversa  os  que  tomam  a  mesma 
fracção  a  partir  d'este  meio  até  ao  extremo  i=^m. 

Portanto,  como  a  mesma  symetria  de  variação  acompanha  os 
termos  (11)  de  (10),  diremos:  1.°  que  tem  uma  probabilidade 
máxima  P^  m  ^  hypothese  media  da  egual  repartição  dos  phe- 


2  '   3 


nomenos  a  e  jS,  se  m  é  par;  ou  que  tem  uma  probabilidade 
máxima  commum  P,n_i  m+i  =  ^m-\-i  m-i»  se  a  imparidade  de  ni 

2    '      2  ^~'      2 

impede  essa  igual  repartição,  as  hypotheses  que  mais  cVella  se; 
approximam  por  uma  repetição  apenas  a  mais,  de  p  ou  de  a 
2.°  que  as  hypotheses  que  se  afastam  para  um  e  outro  lado 
deste  máximo  médio,  ou  pela  accumulação  das  repetições  de  a 
ou  pela  das  de  p,  tem  probabilidades  decrescentes,  egual  e 
cada  vez  mais  lorlemente,  á  medida  que  é  maior  o  respectivo 
afastamento  lateral:  isto  é,  entre  as  probabilidades  Pj,  m -i  ^i'*^  ''^ 
seguintes  relações  de  egualdade  e  desegualdade 


(12) 


1^,  Hl  ^  ^m,  O  <C  Pi,  m~\ 
=  P»)— i,  2  <!  •  •  • 


■^ 

(Pm 

1      '^ 

1,    1 

m 
'2" 

<P2, 

ifi— 2 

■^ 

)P 

/  *   7)1- 

-1 

,H  +  \    -■ 

=  Pm+l 

m- 

-1 
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Mais   ainda.    Emquanto    a   extrema    exiguidade   do   valor   da 

/  J  \  m 

fracção   (  — )      para  valores  grandes  de  m  não  fôr  compensada 

pelo  avultamento  dos  coefficientes,  os  termos  de  (10),  a  partir 
dos  dois  extremos 


1  \  '»  /  1  \  '«     7n  {m  —[)(  \\ 


\  '"     m  im  —  1 )  (m  —  2)  /  I  \  "' 
/    '  273  VT/    ' 


terão  valores  significativos  tão  visinhos  de  zero  na  escala  das 
probabilidades  que  podem  considerar-se  como  praticamente  re- 
presentativos da  certeza  negativa  das  respectivas  hypotheses: 
neste  campo  pratico  poderemos  assim  substituir  as  relações  (12) 
pelas 

'Po,  m  =  Pm,  O  =  Pi,  m—l  =  Pm-l,  1=  .  .  .  =  O  <  P;,  ,,j_i 

P, 


«1   m 


(13)  /  .  \      2'2 

•  m—l,  f  ^  •  •  •  ^  ^  p  _  p 

ã"'      2  2    '      2 

Em  conclusão,  quanto  maior  fôr  m,  ou  quanto  mais  extensa 
fôr  a  repetição  dos  dois  phenomenos  a  e  |5,  não  só  mais  de- 
vemos esperar  que  a  realidade  da  repaitição  se  approxime 
daquelle  niediuin  de  máxima  probabilidade,  mas  mais  se  res- 
tringirá o  campo  d'essa  approximação  pela  maior  extensão  da 
certeza  negativa  a  partir  das  bvpotheses  extremas:  e  assim  a 
repartição  real  ha-de  certamente,  para  extensas  repetições,  dif- 
ferir  muito  pouco  da  de  máxima  probabilidade.  Tal  é  essencial- 
mente a  importância  pratica  d'este  máximo. 

Mas  todas  estas  conclusões  estão  subordinadas  á  hypothese 
primeii"a 

/í  =  ^  =  O,  5. 

O  afastamento  d'esta  hypotbese  alterará  toda  a  symetria  até 
aqui  salientada.  O  crescimento  dos  termos  de  (10)  a  partir  dos 
dois  extremos  será  desegual,  e  o  logar  do  máximo  approxi- 
mar-se-ba  mais  ou  menos  da  piimeira  ou  segunda  extremidade 
conforme  for  maior  ou  menor  a  superioridade  relativa  de  q  ou 
de  p. 

Apezar  porém  d'esta  perda  de  symetria,  o  logar  do  máximo 
conservará  aquella  importância  pratica:  pocural-o  é  prever  ap- 
proximadamente  a  i'epartição  real;  com  tanta  mais  segurança,  é 
certo,  quanto  menor  fôr  o  afastamento  d'aquella  primeira  hypo- 
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tliese,  assim  typica  no  assumpto.  E  notemos  ainda  de  passagem 
que,  quando  esse  afastamento  é  considerável,  a  questão  sáe 
praticamente  do  campo  das  probabilidades  cm  que  a  estamos 
considerando. 

Continuando  nelle,  indaguemos  portanto  o  logar  do  máximo 
de  probabilidade  na  bypolbese  geral  da  desegualdade  de  p  e  q. 

Este  logar  é  definido  pelas  condições  limites 

i  q  '     7n  —  i  p 

que  expiimem  a  superioiidade  do  termo  (9)  sobre  o  antece- 
dente e  o  seguinte. 

Estas  condições  dão  para  i  os  limites 

onp  —  q  <^i  <^  mp  -\-  p 

que  diíTerem  de  uma  unidade  em  virtude  de  (8);  e  que  assim, 
pela  naluieza  inteira  de  /,  determinariam  este  numero,  e  por- 
tanto o  logar  do  máximo,  quando  fossem  conhecidos  p  e  q. 

Mas  não  é  esta  a  nossa  liypolhese,  nem  o  fim  a  que  nos  diri- 
gimos e  que  vae  já  manifestar-se. 

Dividindo  por  ?n  estas  duas  desegualdades  tem-se 

'1         i  .    P 

p ^<-</;-f^. 

m        m      '        m 

Com  o  augmento  indefinido  de  m,  os  dois  membros  extremos 

i 
tendem  a  confundir- se   no  limite   commum  «;   e   portanto  — , 

'  m 

que  fica  sempre  comprehendido  entre  elles,  tenderá  egualmcnte 

a  confundir-sc  com  o  mesmo  limite;   assim  como,  conscquente- 

7n  —  i  ,      ,  r      ^■ 

mente, tendera  a  conlundir-se  com  a. 

m  ^ 

Esta  conclusão  geral,  mas  de  caracter  infinitesimo,  é  confir- 
mada positivamente  no  caso  particular  de  ser  inteiro  o  pro- 
ducto  mp,  pois  que  então  é  esse  o  inteiro  i  comprehendido 
entre  os  dois  limites  7np  —  q  e  mp-\-p  e  que,  portanto,  corres- 
ponde ao  logar  do  máximo-,  sendo  nesse  caso  rigorosamente 

i  m  —  i 


'«      '  m 
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Também,  se  por  ventura  forem  inteiros  os  dois  [imites 
VI p  -\-  p  =^1     mp  —  q  =  i^  \ 

devemos,  com  Poincaré,  interpretar  este  resultado  excepcional 
da  analvse  como  representando  duas  soluções  que  então  tem  a 
questão  nos  dois  inteiros  consecutivos  i  e  i — 1,  e  ([ue  con- 
duzem ambas  aos  mesmos  vaU)res  das  duas  probabilidades 

(•'^)  ^  =  .7+1'   '^=^-^+T- 

que  são  ainda  da  forma  (14)  para  m-\-\  repetições. 

E  que,  ao  passo  que  a  analvse  anterior,  que  conduziu  nor- 
malmente ás  expressões  limites  (14),  suppõe  de  principio  expli- 
citamente a  existência  em  (11)  de  um  termo  máximo,  o  caso 
actual  refere-se  á  existência  de  dois  termos  máximos  conse- 
cutivos eguaes;  correspondendo  assim  os  dois  casos  particulares 
ás  condições  normaes  da  hypothese  typica  yj  =  ^  =  0,5  em  que 
ou  é  máximo  o  termo  médio  ou  o  são  os  dois  termos  médios 
eguaes;  e,  harmonisando-se  até  naturalmente  com  estas  duas 
circunstancias  essenciaes,  que  dependem  da  paridade  de  /«, 
aquella  substituição  de  m  repetições  em  (14)  por  m-\-  1  em  (Ib). 

TVT  j    1  •  r        ~      j  ,      m-Yi—  \ 

INa  verdade,  assim  como  a  tracção  de  conversão  

i 

dos  coefficientes  do  desenvolvimento  binomial  passa  ou  não 
normalmenle  pela  unidade,  segundo  a  paridade  de  m,  quando, 
na  phase  media  da  sua  variação,  se  converjte  de  maior  em 
menor  que  esse  limite,  o  mesmo  poderá  acontecer  extraordina- 
riamente á  fracção 

{in  —  i-{-í)p 

iq 

de  conversão  dos  termos  de  (10),  aparte  aquella  situação  media, 
para  valores  particulares  de  w,  p  e  q. 

Não  insistamos,  porém,  mais  sobre  estes  casos  muito  parti- 
culares. 

Voltando  ao  resultado  geral  limite  que  ellas  confirmam,  con- 
cluiremos que,  no  campo  pratico,  para  repetições  muito  ex- 
tensas dos  phenomenos  a  e  p,  devemos  esperar  que  as  relações 
dos  respectivos  números  de  repetição  para  o  numero  total  ex- 
primam, com  grande  approximação    as  suas  probabilidades. 

Tal  é  a  confirmação  que,  na  analvse  de  Bernoulli,  teem  as 
conclusões,    relativas   á    repetição    dos    phenomenos,    a    ({ue  já 
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havianios  chegado  acompanhando  o  raciocínio  philosophico  de 
Wro.nskí. 

Nem  precisamos  de  seguir  mais  no  desenvolvimento  e  apph- 
cação,  que  Beknollli  fez,  d'essa  analyse  a  maior  numero  de 
phenomenos:  hmitada  aos  dois  a  e  [3,  ella  tem,  como  confir- 
mação, toda  a  generalidade  e  força  necessárias. 

E  que  aquella  reflexão  philosophica  sobre  o  assumpto  pro- 
jectou intensa  luz  ainda  sobre  o  correspondente  meio  analylico 
em  que  acabamos  de  o  considerar,  orienlando-o  e  valorisando 
devidamente  os  seus  resultados. 


Esboço  dos  estudos  estatísticos 

Leis  prováveis  da  repetição.  —  Confirmada  a  legitimidade  da 
repetição  dos  phenomenos  como  campo  da  determmação  das 
respectivas  probabilidades,  ficam  lançados  os  fundamentos  ma- 
ihematicos  da  Estatistica,  que  nada  mais  é  que  o  estudo  da  ca- 
sualidade dos  phenomenos  a  partir  do  registo  da  sua  realisação 
repetida. 

Muitas  vezes  mesmo,  ou  em  quasi  todas  as  suas  constantes 
applicações  rudimentares  no  meio  social  moderno,  o  trabalho 
estalistico  reduz-se  a  essa  determinação  elementar  das  probabi- 
lidades. 

Mas,  quando  os  interesses  scientificos  ou  sociaes  do  svslema 
phe^iomenal  o  pedirem,  poderá  ser  essa  determinação  elementar 
o  ponto  de  partida  de  maiores  desenvolvimentos  theoricos,  pois 
que  cada  relação  definida"  entre  as  probabilidades  determinadas 
será  uma  lei  provável  perante  a  repetição,  E  o  conjuncto  d'eslas 
leis  poderá  servir  de  base  á  resolução  de  problemas  depen- 
dentes dos  phenomenos  em  questão  e  que  oífereçam  interesse 
em  algum  d'aquelles  meios. 

Estes  desenvolvimentos  teem  também  uma  representação  ru- 
dimentar muito  commum  nas  conclusões  prováveis  que  a  cada 
passo  se  tiran»  do  exame  e  confrontação  dos  valores  das  proba- 
bilidades dos  phenomenos  a  que  o  trabalho  estalistico  se  refere. 

Terá,  porém,  muitas  vezes  de  alterar-se,  como  se  vae  vér,  na 
ordem  de  successão  d'esles  trabalhos. 

A  regra  elementar  e  pratica  da  deternnnação  das  probabili- 
dades é  um  svstema  de  phenomenos  a  partir  da  repetição,  e 
tanto  mais  trabalhosa  quanto  mais  extensa  lòr  a  variedade  phe- 
nomenal,  pois  cjue  tanto  mais  longe  começará,  no  registo  da 
repetição,  a  manifestação  da  proporcionalidade  caracteristica  da 
lei  de  frequência  relativa. 
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A  regra  deixaiá  alé  de  ser  pralicavel  com  o  auginento  consi- 
derável da  inuhipliiidade  plícnoiuenal.  Na  verdade,  uicsino  em 
syslemas  de  ])oucos  phenomeaos,  a  pralica  mostra,  de  accordo 
com  a  analise  anterior,  a  necessidade  de  longas  repetições  para 
que  aquella  lei  se  manifeste  e  se  accenlue  sufficientemente. 
Comprehende-se,  portanto,  que  a  possibilidade  de  as  prolongar 
devidamente  em  systemas  phenomenaes  de  grande  multiplici- 
dade se  annullará  na  realidade  pratica.  A  extensão  do  numero 
de  repetições  alé  á  ordem  de  grandeza  d'esta  multiplicidade 
estará  necessariamente  ainda  nmito  internada  na  phase  da  des- 
ordem das  manisfestações  teleológicas;  porisso  os  mais  extensos 
registos  de  repetição  serão  certamente,  para  esse  augmenlo 
considerável  de  variedade  plienomenal,  apenas  um  primeiro 
passo  na  formação  do  registo  determinante  das  probabilidades. 

Mas,  se  a  repetição  é  então  praticamente  insufficiente  para 
exteriorisar  a  frequência  relativa  no  estado  médio  de  propor- 
cionalidade que  a  caracterisa,  poderão  no  entanto  vir  a  mani- 
feslar-se  as  leis  prováveis  que,  ha  pouco,  considerámos  conse- 
quência da  deteiminação  das  probabilidades,  pois  que  estas  leis 
são  apenas  qualidades  da  variação  da  probabilidade  que  essa 
proporcionalidade  media  define:  e,  como  taes,  deverão  appa- 
recer  na  repetição  nmito  anteriormente  a  esta  traducção  defini- 
tiva. Além  de  que  podeião  concorrer  para  o  seu  estabelecimento 
com  este  meio  experimental  alguns  conhecimentos  directos  que 
haja,  porventura,  previamente  sobie  o  assumpto. 

E  sobre  estas  leis  prováveis  da  repetição  do  systema  pheno- 
menal  poderá  então  fundar-se  immediatamente,  como  ha  pouco 
dissemos,  aquella  resolução  de  questões  de  interesse  depen- 
dentes dos  phenomenos,  ou  poderá  ainda  talvez  definir-se  pre- 
viamente uma  lei  de  probabilidade,  como  base  mais  directa  d'essa 
resolução. 

A  Theoria  dos  Krros  a  que  se  dirigem  estas  noções  de  Pro- 
babilidades é  o  exemplo  mais  completo  d'esta  orientação  que 
os  estudos  estatisticos  poderão  no  entanto  tomar  muito  com- 
nmmmente,  como  vamos  vèr. 

A  parte  da  analyse  de  Berínoulli  que  ficou  exposta  vae  real- 
mente conduzir-nos  agora  á  definição  de  uma  classe  frequente 
e  importante  de  phenomenos  tjue  se  prestam  a  este  quadro 
estalistico,  por  assim  dizer  invertido  relativamente  ao  que  pri- 
meiro esboçamos. 

Os  phenomenos  da  natureza  são  devidos,  de  ordinário,  a  um 
núcleo  casual,  principal  e  permamente,  acompanhado  de  um 
grande   numero   de    outras    jicquenas    causas    ac.centuadamente 
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variáveis.  Pelo  menos,  é  geralmente  a  estes  termos  que  se  reduz 
o  seu  estudo  seienliíieo.  E  as  res|3eelivas  liíeorias,  quando  podem 
lormar-se,  relerem-se  quasi  sempre  apenas  ao  eíFeilo  d'aquelle 
núcleo,  que,  pela  sua  qualidade  de  permanência  e  pela  principal 
funcção  que  tem  na  pioduccão  do  phcnomeno,  melhor  se  presta 
á  respectiva  ctJiistiluicào  thcorica.  Haras  vezes  esta  abrange 
algumas  das  pequenas  causas  variáveis. 

O  elleito  total  d'estas,  que  representará  em  cada  produccão, 
uma  pequena  modiíicaçào  ao  eíleito  theorico  principal,  poderá 
ser  olDJecto  da  observação  phenomenal,  cuja  continuação  se  di- 
rigirá a  completar  a  distinccão  e  definição  de  taes  modificações. 

E  quando  a  expressão  do  phenomeno  lòr  arithmelica,  isto  e, 
quando  o  producto  do  systema  casual  se  traduzir  numerica- 
mente nos  diversos  valores  d'uma  grandeza  variável,  que  então 
constituem  a  variedade  phenomenal  observada,  poderá  o  re- 
gisto da  produccão  repetida  cFesses  valores  ser  base  d'um  estudo 
estatistico. 

Na  verdade,  representando  por 

A  =  (X)±x'±x"±x"'±... 

o  valor  da  quantidade  variável  A  onde  (A)  significa  o  eíTeito 
principal  do  núcleo  casual  e  +x\  +«",  +a;"',  ...  os  pequenos 
eíTeitos  variáveis,  ora  positivos  ora  negativos  das  causas  secun- 
darias, corresponderá  a  cada  produccão  de  A  uma  determinada 
combinação  dos  duplos  signaes  +  e  dos  valores  particulares, 
sempre  próximos  de  zero,  que  cc',  x" ,  x'",  .  .  .  podem  attingir; 
e  o  conjuncto  d'estas  combinações  ou  dos  valores  que  toma  a 
somma  algébrica  cc  = +  £c' ice" +  íc"' +  .  ,  .  ,  de  uma  enorme 
multiplicidade,  representa  um  pequeno  eíTeito  oscillatorio  que 
acompanha  em  todas  as  producções  o  valor  (A),  que  porisso 
chamaremos  médio;  constituindo  aquelles  múltiplos  valores 
de  X  um  systema  completo  de  phenoinenos,  attenta  a  falta  do 
respectivo  trabalho  theorico  e  a  necessidade  da  realisação  d'um 
d'elles. 

Quanto  a  (A)  ou  a  constituição  theorica  tem  determinado  o 
seu  valor,  e  portanto  está  fora  da  questão  actual,  ou,  mais  com- 
mummente,  esse  valor,  desconhecido  também,  se  integra  no  sys- 
tema phenomenal,  que  então  é  representado  pelos  multipkis 
valores  de  A  e  não  apenas  d'aquella  parle  oscillatoria. 

Por  outro  lado,  poderemos  comparai'  o  systema  phenomenal 
constituído  somente  por  esta  oscillação  ao  que,  na  analyse  de 
Bernouii.i,  nf)s  a|)pareceu  formado  pelas  hypotheses  de  repar- 
tição   dos    plienomenos    repetidos  a   e  [i,    desde  que,    pela  pe- 
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quenez  essencial  Has  causas  secundarias,  dislinguiuios  nos  seus 
efleitos  apenas  dois  plienomenos  simples:  uni  desvio  positivo  ou 
negativo. 

Para  accenluarnios  esta  comparação,  represenlaremos  por 
unia  constante  'K  o  valor  absoluto  d'este  desvio,  que  chamaremos 
elementar,  reservando  a  designação  de  desvio  simplesmente  ou 
de  desvio  total  para  a  respectiva  somma  algébrica  x  correspon- 
dente a  todas  as  causas  secundarias.  E,  restringindo-nos  ainda 
de  principio  á  hypotbese  da  egual  probabilidade,  em  cada  pro- 
ducção  phenomenal,  do  desvio  elementar  positivo  ou  negativo 
por  parte  de  cada  uma  das  mesmas  causas,  collocar-nos  hemos 
no  caso  typico  de  ha  pouco,  relativo  a  a  e  p. 

Nestas  circunstancias  os  valores  de  A  terão  a  íórma 

sendo  respectivamente  i  e  V  os  números  de  desvios  elemen- 
tares \  positivos  e  negativos,  complementares  do  numero  total  [x 
das  causas  variáveis,  e  podendo  variar  porisso  esles  números 
inteiros,  nas  diíFerentes  producções,  desde  2  =  0  e  i'  =  jt  até 
2  =  {X  e  i'  =  0. 

Ás  probabilidades 

Po,  11,      Pl,iJ—li      P2,  [1.-2-    •••    Pa—í,  2.      Pa- 1,1)      Pu-,  O 

do  systema  phenomenal  constituído  pelos  diflerentes  valores 

CfO,  a,     £Ci,ii._i,     íC-2,  [1-21    •••    «"11.-2,2)     íKti-|,l,      V\x,\) 

que  assim  pode  tomar  o  desvio  Xí^í  =  {i —i')\,  são  applicavcis 
as  conclusões  a  que  chegamos  anteriormente  traduzidas  nas  re- 
lações (13),  isto  é, 


Po,  IJ-  =  P^  o  =  Pi,  JA-l  =  PiJ— 1,  1  =  •  .  •  =  O  <  P;,  \i—i 


Pji.  ^ 

2'  2 

1.-1  

't~'  "2~  ^^'     i 


\^{   \^.-^^  =  P[j.fl   [JL_1. 


Assim,    no  caso  de  \i   par,    o  valor  mais  provável   ajjj.   a  do 


■9  '    19 


desvio  Xij,  é  nullo;  e  se  [jl  é  impar,   terão  egual   probabilidade 
máxima  os  valores  X\^-{  [i-|-i  =  — X   e   a^pin  11-1  =  +/^,    podendo 

~2~'  1^  ~2~'  ~2" 
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porisso  attribuir-se  ainda  esse  máximo  a  a?,;  =0,  médio  entre 
os  dois. 

Porianto,  d'um  modo  geral,  e  sem  fazer  agora  essa  distincção 
arithmetica  da  paiidade  de  |j.,  que  não  tem  importância  no 
campo  pratico  da  questão  a  que  nos  referimos,  diremos:  que 
ha  a  maxhna  probabilidade  na  compensarão  lotai  dos  desvios  ele- 
mentares positivos,  isto  f,  na  coincidência  de  A  co7n  o  seu  valor 
médio  (A),  constituido  pelo  simples  effeito  do  núcleo  casíial  prin- 
cipal; e  que  as  probabilidades  dos  desvios  totaes  positivos  ou  nega- 
tivos Â  —  (A)  decrescem  egualmente  com  o  augmento  do  seu  valor 
absoluto,  annullandose  praticamente  paru  alim  de  valores  +  X 
muito  inferiores,  em  absoluto,  a  \ik. 

Finalmente,  se,  em  vez  da  sequencia  das  probabilidades  P,-, ,', 
a  que  se  relerem  estas  conclusões,  considerarmos  o  registo  dos 
valores 

(14)  A,,    Aá,     A3    ... 

de  A,  obtidos  pela  repetição,  muito  extensa,  da  respectiva 
observação,  taes  conclusões,  como  relações  definidas,  que  são, 
entre  aquellas  probabilidades,  desdobram  se  nas  seguintes  leis 
prováveis  da  frequência  relativa  dos  respectivos  desvios 

(15)  íci  =  Al  —  (A),    Xi  =  A-2  —  (A),    íca  =  As  —  (A)   ... 

1 ."  Os  desvios  positivos  e  negativos  devem  ser  eguabnente  nume- 
rosos em  todas  as  suas  gradações. 

2."  Deve  ser  maior  o  numero  de  desvios  menores. 

3.°  Todos  os  desvios  devem  ficar  comprehendidos  entre  dois  li- 
mites 4:^  muito  estreitos. 

E  accrescentamos  ainda,  como  consequência  immediala,  geral 
e  fundamentalmente  pratica,  d'eslas  leis  prováveis  dos  desvios 
o  seguinte  principio: 

A  media  arithmetica  dos  valores  (14)  obtidos  pela  observanio  re- 
pelida do  phenomeno  tem  a  máxima  probabilidade  na  representação 
do  seu  valor  médio  (A). 

Realmente,  se  a  primeira  lei,  em  vez  de  apenas  provável,  se 
lealisasse  rigorosamente  na  repetição,  a  sua  traducção  matbe- 
matica  no  annullamento  da  somma  dos  desvios  definiria  a  coin- 
cidência de  A  com  a  media  aritbmetica,  poisque,  para  ?i  repe- 
tições, seria 

S[Â,-(A)]^SA,-7í(A)=^0 
d'onde 

"^  A 

n 
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Ora,  attento  o  caracter  apenas  provável  da  lei,  não  deverá 
vèr-se  nella  esla  coincidência,  mas  sim  a  representação  provável 

de  (A)  em -.    E  ao  grau  d'esta  probabilidade  que  será  o  da 

lei,  deverá  attribuir-sc,  por  esse  facto,  o  caracter  mathematico 
de  máximo.  Só  poderiam  competir  com  este  máximo  outros 
(jue  derivassem  eguahiiente  como  consequência  necessária  de 
alguma  das  leis  considerada  como  rigorosa.  Mas,  á  segunda  e 
terceira,  falta  a  noção  essencial  de  egualdade  que  entra  na  de- 
finição da  primeira  e  que  é  a  origem  da  dependência  algébrica 
que  a  liga  directa  e  exclusivamente  á  media  arithmetica.  A  pro- 
babilidade d'esta  é,  portanto,  um  máximo,  não  só  no  sentido 
algébrico,  isto  é,  na  comparação  com  os  valores  immediatos, 
mas  ainda  na  sua  comparação  com  qualquer  outro  valor. 

Accenluaremos  ainda  cpie,  se  a  primeira  lei  provável  assim  dá 
por  si  só  o  caracter  de  máxima  probabilidade  á  media  arithmetica, 
a  segunda  e  terceira  contribuem  pela  sua  parte  para  augmenlar 
a  intensidade  d'esse  máximo,  pois  que  estabelecem  a  probabili- 
dade ou  tendência  para  a  pequeyiez  do  desvio. 

Estes  resultados,  cuja  importância  naturalmente  se  impõe 
como  base  de  maiores  desenvolvimentos  theoricos,  e  que,  diga- 
mol-o  desde  já,  coincidem  realmente  com  os  fundamentos  que 
Gauss  deu  á  sua  Theoria  dos  Erros,  com  o  caracter  particular, 
hvpothetico  e  gratuito-,  estão,  é  certo,  ligados  ainda  ás  con- 
dições demasiadamente  restrictas  e  artificiaes,  da  constância 
absoluta  do  desvio  elementar  k  e  da  independência  do  valor  da 
respectiva  probabilidade  relativamente  á  mudança  de  sentido 
ou  de  signal,  INlas,  no  campo  pratico  do  grupo  dos  phenomenos 
da  natureza  que  definimos  no  começo  da  questão  actual  e  a 
que  continuamos  a  referila,  os  mesmos  resultados  serão  ainda 
acceitaveis,  sem  o  estabelecimento  prévio  de  tal  rigor  mathe- 
matico de  condições,  comtanto  que  possamos  apoiar-nos  na 
grande  multiplicidade  dos  desvios  elementares,  na  pequenez  abso- 
luta d'elles,  e  na  irregularidade  successiva  dos  seus  valores  e 
sentido. 

Taes  circunstancias  não  coincidem,  é  certo,  com  as  condições 
mathematicas  anteriores,  mas  representam-as  em  media,  isto  é, 
com  o  caracter  de  approximação  e  probabilidade.  Este  caracter 
torna,  porém,  necessária  ainda  a  possibilidade  da  exteriorisação 
d'estas  leis  em  cada  uma  das  suas  applicações  praticas,  não, 
tanto  com  o  fim  de  confirmar  o  seu  estabelecimento  theorico, 
como  para  legitimar  e  aferir  as  consequência  que  d'ella  dima- 
narem; pois  que  não  poderá  assegurar-se  a  priori  ^  eífectividade 
essencial  das  circunstancias  phenomenaes  suppostas  nesse  esla- 
VoL.  VIII  — N.o  2  3 
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beleciíneiilo  llieorico,  nem  substituir  o  grau  de  probabilidade 
d'este  pela  necessária  eerleza  tia  sufHciente  realisação  actual  das 
leis,  nem  ainda  avaliar  a  a])proximacão  d'esta  i-ealisação.  S('i 
assim  se  pode,  em  geral,  levantar  a  incerteza  dos  resultados 
prováveis  e  legitimar  a  sua  funcção  por  ventura  l)asilar.  Por 
forte  que  seja  o  grau  da  sua  probabilidade,  é  preciso  exle- 
riorisar  a  actualidade  da  sua  realisacão. 

No  caso  actual,  a  svmetria  que  as  leis  estabelecem  entre  as 
probabilidades,  ou  a  pequenez  dos  desvios,  deve  formar  o  seu 
natural  critério  externo.  Na  verdade,  esta  symetria  deve  tradu- 
zir-se  na  sequencia  dos  valores  (14),  ordenados  segundo  a  sua 
grandeza,  por  uma  accvmviação  media  e  uma  egual  clesaccwnu- 
larão  laleral,  isto  é,  dividindo  a  dilferença  do  minimo  ao  má- 
ximo d'es&es  valores  em  pequenos  intervallos  eguaes,  o  numero 
de  valores  comprebendidos  em  cada  intervallo  deve  ser  o 
mesmo,  e  augmentar  successivamente,  a  partir  dos  dois  ex- 
tre»nos  da  sequencia,  até  attingir  o  máximo  no  intervallo  ou 
intervallos  médios.  Se  as  leis  fossem  rigoiosas,  a  realisacão 
d'esta  symetria  devia  ser  peifeita.  Como  ellas  ficam  estabele- 
cidas com  o  caracter  de  probabilidade,  que  lem  na  realidade, 
o  que  devemos  esperar  é  a  sua  manifestação  mais  ou  menos 
accentuada,  mas  mais  ou  menos  acompanbada  de  irregulari- 
dades. 

Com  este  critério  pratico,  e  de  simples  verificação,  poderenios 
assim  éxteriorisar  em  cada  caso  particular  a  existência  e  o  grau 
de  elfectividade  actual  d'eslas  leis  prováveis,  assegurando  d'este 
modo  a  legitimidade  áo  seu  emprego  como  fundamento  da  res- 
pectiva questão  estatistica. 

Se  faltarem  as  condições  essenciaes  e  necessárias  que  para 
isso  temos  supposto,  tal  critério  não  se  manifestará,  por  mais 
longe  ípie  se  leve  a  repetição.  E  pelo  contrario,  no  prolonga- 
mento da  repetição  pbenomcnal,  leremos  um  meio  indefinido 
de  o  accentuar  mais,  quando  se  julgar  necessário,  desde  que 
a  sua  manifestação  tenba  começado. 

Lei  de  probabilidade.  —  As  leis  prováveis  dos  desvios  pbeno- 
nienaes,  assim  estabelecidas  com  segurança  tbeoi'ica  e  pratica, 
poderão,  como  dissemos,  fundamentar  immediatamente  a  de- 
ducção  de  consequências  de  interesse  social  ou  scientifico  no 
respectivo  campo  casual.  O  exame  da  significação  e  valor  espe- 
ciaes  de  laes  fundamentos  em  cada  questão  particular,  indicará 
o  que  nesse  sentido  poderá  d'elles  dciivar-se. 

Mas  o  ponto  de  visla  geral  de  que  estamos  olbando  o 
assumpto  estatistico  p(')de  ainda  alongai"  se  formulando  a  lei  de 
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probabilidade,  que  as  leis  prováveis  dos  desvios  tlefinein  e  que 
poderá  constituir  uma  base  mais  directa  ainda  do  que  ellas 
para  a  resolução  de  problemas  importantes.  A  theoria  dos 
erros,  que  temos  em  vista,  é  ainda  o  exemplo  mais  completo 
d'este  desenvolvimento. 

Vamos  vèr,  com  effeito,  que  laes  leis  prováveis  particularisam 
a  expressão  analytica  d'uma  funcção  do  desvio  que  tomemos 
como  symbolo  da  variação  da  respectiva  probabilidade. 

Seja  X  o  desvio  e  cp  ix)  esta  funcção,  cuja  forma  vamos  deter- 
minar pelas  condições  que  as  leis  prováveis  lhe  estabelecem. 
Levamos  assim  explicitamente  a  questão  para  o  campo  algé- 
brico, atlribuindo  a  continuidade  mathematica  aos  valores  (14) 
do  phenomeno,  cujas  diíferenças  successivas  devem  realmente 
ser  apenas  da  ordem  de  grandeza  do  effeito  e  das  causas  se- 
cundarias: e  d'esta  variação  contínua  dí)s  valores  (14)  resulta 
immediatamente  a  dos  valores  (15)  dos  desvios  aji,  a'2,  a;»,  .  .  ., 
e  portanto,  a  das  respectivas  probabilidades.  Realmente  o  enun- 
ciado que  dêmos  d'estas  leis  suppõe  já  implicitamente  esta  con- 
tinuidade de  variação. 

Mas,  para  imprimir  na  forma  da  funcção  'o  {x)  a  condição 
correspondente  á  primeira  lei,  vamos  ainda  suppor  de  prin- 
cipio, ao  desvio,  uma  variação  auxiliar  proveniente  d'oulra 
origem. 

Na  verdade,  esta  lei  que  se  traduz  na  máxima  probabilidade 
que  tem  a  media  aritbmetica  (A)'  dos  valores  (14)  na  represen- 
tação do  valor  médio  (A)  do  phenomeno,  tem  como  consequência 
immediata,  necessária  e  equivalente,  a  maxjma  probabilidada 
dos  valores 

ít^i  =  Al  -  (A)',    í»'2  =  A.-(A)',    £c'3  =  A3-(A)',  ... 

na  representação  simultânea  dos  desvios  (15)  £Ci,  x±,  xz  .  .  . 

Suppondo,  porisso,  a  (A)  e  portanto  a  cada  um  d'estes  des- 
vios uma  variação  contínua  proveniente  da  passagem  successiva 
de  (A)  pelos  valores  immediatos  inferiores  e  superiores,  a  con- 
dição algébrica  do  máximo  da  expressão 

Q  X  'f  iXi)  X  Cp  (x-j)  X  cp  (CC3)   .  .  . , 

que  é,  como  'f  (a?)  para  a  probabilidade  simples,  a  lei  da  variação 
da  probabilidade  composta  da  coexistência  dos  desvios,  onde  Q 

M  ! 

representa  o  coefficiente  -. j-  dependente  do  numero  e  mul- 

/: !  X  /  !        ' 

tiplicidade   dos  mesmos  desvios,    expi'imirá  lambem    a   sujeição 

de  o{x)  á  piimcira  lei. 
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Neste  inluito  devemos,  portanto,  egualar  a  zero  a  derivada 
do  producto 

cp  [Al  —  (A)]  X  cp  [A2  —  (A)]  X  ç  [A3  —  (A)]  X  . . . 

em  ordem  a  (A);  o  que  nos  logarillimos  dá 

cp'rAi-(A)]       cp^[A,-(A)]       -f'[A3-(A)]  _ 

cp[A,-(A)j"^  ,^[A,-(A)]"^  '^rA3-(A)]^"* 

t)U 

F  (a^,)  +  F  (í»2)  +  F  (ícs)  +  .  .  .  -  O 

a'(x) 
onde  F  (x)  representa  a  relação  —  ^  ^  . 

^        cp  (aj)  _      _ 

Esta  condição  deve,  portanto,  ser  satisfeita  pela  media  arithme- 
tica  (A)'  que  é  definida  pelo  annullamento  da  somma  dos  des- 
vios. 

Assim,  applicando  primeiíamente  esta  propriedade  algébrica 
geral  a  dois  desvios  ^i  e  §2  teremos 


ou 


^i  +  ^2  =  0     F(íi)  +  F(â2)  =  0 
F  (^.1)  =  -  F  [h) 


isto  é,  a  funcção  F  (cc)  sendo  algébrica,  deverá  ser  impar. 

Applicada,  em  seguida,  a  mesma  propriedade  a  três  desvios 
^1.  ^-2,  ^3i  serão 


^1  +  ^2  +  ^3  =  O     F  (;5 , )  +  F  (^2)  +  F  (^3)  =  O 
donde 

F(ôi  +  ^^)  =  F(ci,)  +  F(â2) 

o  que  limita  a  funcção  algebiica  impar  ao  primeiro  termo,  ou 

F  (íc)  =  cx. 
Exprimindo  agora  novamente  F  em  cp  e  integrando,  será 

log(p(a;)=yca;2-f  c' 

ou 

cp  (x)  =  Áel^'=^\ 

Tal  é  a  forma  de  (p(£c)  pela  condição  que  lhe  imprime  simples- 
mente a  primeira  lei. 


101 


A  segunda  lei  estabelecendo  o  decrescinienlo  de  'f  (íc)  com  o 
aug^mento  de  x,  exige  apenas  que  a  constante  indeterminada  li 
seja  negativa:  representando- a  porisso  por  — /i-,  teremos 

cp  {x)  =  ke-^''^. 

Resta  satisfazer  á  terceira  lei,  ao  que  corresponde  ainda  a 
arbitrariedade  das  funcções  k  e  h. 

Esta  ultima  lei  limita  os  desvios  ao  pequeno  intervallo  com- 
prehendido  entre  dois  valores  -\-a  e  — «,  e,  portanto,  terá  por 
expressão  o  annullamento  das  probabilidades  dos  desvios  supe- 
riores em  valor  absoluto  a  a. 

É  portanto  agora  necessário  conhecer  definidamente  a  ex- 
pressão das  probabilidades  dos  desvios  na  lei  cp  (a?)  da  sua  va- 
riação. 

Esta  lei  pode  ser  geometricamente  representada  por  uma 
curva  de  equação 

^  =  ?  (a;) 

onde  as  abscissas  x  representam  os  desvios  e  as  ordenadas  y 
são  proporcionaes  ás  respectivas  probabilidades. 

As  ordenadas  d'esta  curva,  da  qual  se  sabe  que  é  symetrica 
relativamente  ao  eixo  dos  ?/,  decrescem,  sempre  positivas,  desde 
o  mesmo  eixo,  correspondente  ao  desvio  nullo,  até  ás  abscissas 
+  «  e  — OL,  a  partir  das  quaes  a  curva  se  confunde  com  o  eixo 
dos  X.  Essas  ordenadas  podem  considerar-se  como  a  represen- 
tação concreta  d'um  systema  de  probabilidades  dos  desvios, 
diíferente  do  normal;  e  consequentemente  as  áreas  da  curva 
limitadas  pelas  oídenadas  duas  a  duas,  y^  e  y±,  ou 


<í>  (x)  c/x 


representarão,  nesse  systema,  ^as  probabilidades  dos  desvios 
comprehendidos  entre  as  respectivas  abscissas  Xi  e  x-2,  em  vir- 
tude do  principio  das  probabilidades  totaes.  E,  para  entrar  no 
systema  normal  das  probabilidades,  bastará  dividir  taes  áreas 
pela  área  total 

'^(x)(/x. 


í. 


que  e,   no  systema  concreto,   a  representação   da  certeza  posi- 
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tiva*,  e  assim  será,  no  systenia  normal, 

cp  (a?)  (/x 


/'X-2 
Xj 


xi  /--\-a 

I        çp  (x)  dx 


a  probabilidade  do  desvio  entre  os  limites  «i  e  «2,  passando  a 
ser  1  a  exj)ressâo  numérica  da  certeza. 

Quanto  á  probabilidade  do  desvio  cr,  que  é  o  limite  d'esta 
expressão  para  o  annuUamenlo  do  intervallo  X{  e  «a,  ella  de- 
verá ler,  correspondentemente,  a  representação  difíerencial 

(p  [x)  dx 


I         Cp  (cc)  C?ÍC 

Finalmente,  se  tomarmos  a  área  total  da  curva  para  unidade 
de  área,  será  mais  simplesmente 


/ 


Cp  (a?)  í/íc  =  1     P^'  ==  I     (p  (íc)  f/íc    Pj-  =  cp  (íc)  r/a:-. 


a-, 

— 7 


A  ultima  lei  dos  desvios  será  portanto  expressa  geralmente  nas 
condições 

f+c.  f+=°  r-"'' 

I       <p(«)r/a;=l,     I        cp(íc)(/a3  =  0  cp  (íc)f/íc  =  0. 

Mas  como,  para  a  forma  da  funcção  cp  (íc)  =  Ae— 'í^-^^,  a  que  já  se 
chegou,  é 

cp  (íc)  dx=^  j       cp  (ít)  í/aj, 

taes  condições  reduzem-se  ás  duas  primeiras,  ou  ainda,  ás  equi- 
valentes 

I        Cp  (x) dx=  \,      I        cp  (x)  dx=  1 . 

J  —y.  J  —00 

Â  segunda  destas  condições,  isto  é, 

/•  e-h^x'^dx=í 
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ou 


pela  mudança  de  variável  hx  =  t,  dá 

h 

por  ser  Viz  o  valor  conhecido  do  integral. 
E,  portanto,  será 

já  com  uma  só  arbitraria  h. 

A  esta  indeterminação  corresponde  ainda  a  condição 

e-ir-x^'  dx  =  1 


h    r- 


que  resta  imprimir  em  f  (a?). 

Ella  define  à  como  funcçào  de  a.  E  realmente  '-^  (x)  deve  de- 
pender da  grande  divergência  dos  valores  (14)  do  plienomeno, 
e  portanto  de  a.  Mas  além  de  que  a  integração  que  ella  contém, 
e  de  cujo  resultado  para  os  limites  +  Q°  já  nos  servimos,  apre- 
senta difficuldades  que  teem  sido  objecto  de  longas  e  variadas 
discussões,  para  limites  finitos  ia,  é  certo  lambem  que,  em- 
bora estes  limites  tenham  uma  significação  definida  +  [J.X  repre- 
sentada na  certeza  pratica  negativa,  não  ha  meio  de  fixar  o  seu 
valor  especial  correspondente  á  cjuestão  phenomenal  (14)  de 
que  se  trata. 

Por  tudo  isto  abandonamos  o  intuito  de  definir  a  relação 
entre  à  e  a,  substituindo-o  pelo  de  relacionar  h  com  um  valor 
médio  do  desvio,  que  melhor  deverá  representar  ainda  aquella 
divergência  phenomenal  de  cjue  depende  cp  (x). 

A  media 

S  ?«»'       niiXi^  +  m2£C2'  +  m3X3^  +  .  .  . 
M     ^  M 

das  potencias  inteiras  i  dos  desvios,  formada  a  partir  d'um 
longo  registo  de  producções  dos  valores  (14),  sendo  ?;/i,  wi, 
W3,  ...  os  números  de  realisacões  dos  respectivos  desvios,  tem 
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por  expressão  ihcorica,  cm  funcção  da  lei,  o  integral 


x''^x  dx 


que  é  o  limite  para  que  tende  essa  media  quando  M,  e  por- 
tanto wi,  "i2,  fnz  ...  crescem  indefinidamente,  attribuindo-se 
correspondentemente  a  este  limite  a  hypoihese  matliematica 
da  contiiuiidade  dos  valores  (14),  já  introduzida  sob  o  ponto 
de  vista  theorico. 

Portanto  pode  estabelecer-se  a  relação  geral 


E 


.-fc. 


\^r.J  _a 


ícig— /t2j;2  flçc 


entre  h  e  qualquer  dos  desvios  médios  Ej  correspondentes  aos 
infinitos  valores  de  /. 

Mas  a  integração  de  que  ella  depende,  que  poderia  efle- 
ctuar-se  para  todos  esses  valores  de  i,  se  os  limites  +a  fossem 
infinitos,  só  se  reaKsa  para  /=2  na  hypoihese  da  sua  signifi- 
cação finita  e  pratica.  E  essa  inlegração  completa  a  determi- 
nação da  funcção  '■p(íc),  porque  depende  essencialmente  da 
condição 

•> 

(p  (íc)  ilx  =  1 


j: 


que  restava  imprimir  nella. 
Na  verdade,  em 


EÍ 


r^J  —rj. 


/ 


Cc2g_/i2;íV/íB 


pôde  dar-se  ao  integral  a  expressão 


(^^a 


d 


X 


2g  — /i-j;-  ifx 


''4-a 


-l>'^--  d.i 


— a 


n.  dh 

E  como,  em  virtude  d'aquella  condição,  é 


/:• 


e-)fiy\lx=.~-^-. 
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será 


e  portanto 


/),2.7;2  ,/^  

~dà  w 

1 
E2 


A  v/2 

1  ,  ,  ^ 

E  assim ^  a  expressão  que  devemos  adoptar  para  a  arbi- 

2E5 
traria  /í  em  (cp)  aj,  á  qual  caberá  a  designação  de  medida  de  diver- 
gência, por  esta  sua  relação  com  o  desvio  médio  E2. 

Deve,  porém,  notar-se  que,  nem  esta  significação  de  h  nem 
alguma  outra  poderão  impnmir  na  funcção  a  condição  da  ter- 
ceira lei.  Realmente  a  curva 

h 


.  e-/i2a;2 


para  todo  o  valor  finito  de  h,  tem  por  assymptota  o  eixo  dos  x\ 
ao  passo  que  a  curva  da  probabilidade  dos  desvios  que  que- 
riamos  representar  em  cp  (x)  se  confunde  com  esse  eixo  a  partir 
das  duas  abscissas  +«• 

E  é,  portanto,  nestas  condições  gei^aes  que  está  a  forma  par- 
ticular da  funcção  correspondente  áquella  expressão  de  h,  a 
qual  lhe  fica  assignada  pelo  facto  da  sua  sujeição  rigorosa  ás 
duas  primeiras  leis  prováveis  dos  desvios,  bem  como  ás  duas 

condições 

/+00  r*-\-a 

Cp  [x)  dx=^\  1       (p  (a;)  (/aj  =  1 

—00  J  — a 

que  tomámos  como  representação  da  terceira. 

A  funcção  ^{x)  parecia  dever  assim  coincidir  matliematica- 
mente  com  a  lei  procurada  da  probabilidade  do  desvio. 

A  explicação  desta  anomalia  apparente  da  analyse  está  em 
que  estas  duas  condições  são  realmente,  na  significação  geomé- 
trica que  symbolisam,  a  pailir  da  supposta  lei  de  probabili- 
dade Cp  («),  a  expressão  exacta  da  terceira  lei  provável,  mas  este 
symbolo  algébrico  não  traduz  com  rigor  tal  significação  geomé- 
trica, pelo  que  acabamos  de  vèr  relativamente  a  lodos  os  va- 
lores de//:    nenhum  realiza  aquella  coincidência   mathematica. 

Nenhuma  funcção  algébrica  '^{x)  poderá  portanto  representar 
rigorosamente  a  lei  da  probabilidade  do  desvio  x. 
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Coniprehende-se,  todavia,  (jue  uma  conveniente  escolha  do 
valor  de  h  em  cada  questão  estatística  especial  poderá  appro- 
ximar  sufficieutemente  a  funcção  respectiva  da  lei  da  probabi- 
lidade, j 

E  assim  acjuella  expressão  ^  de  h.  que  corresponde  á  hv- 

2E,  ■  ^ 

pothese  da  existência  d'essa  íuncção  <p(íc),  será,  em  cada  caso, 
a  melhor  solução. 

Teremos  portanto,  definitivamente 


? 


{^)  = 


E2  sJIt. 


4E:: 


2 


como  expressão  approximada  da  lei  de  probabilidade  do  desvio. 

O  seu  confronto  experimental  com  o  campo  estatístico  a  cjue 
nos  dirigimos,  assegurar-nos-ha  da  verdade  e  do  valor  d'esta 
approximação. 

E  devemos  notar  ainda  que.  aparte  o  caracter  de  approxi- 
mação da  analyse  que  nos  conduziu  a  esta  solução,  a  deter- 
minação do  desvio  médio  E2,  de  que  ella  depende,  a  partir  da 
sequencia  dos  desvios  realisados  na  repetição  (14)  do  pheno- 
meno,  nunca  attinge  lambem  o  valor  absoluto  d'este  elemento 
médio,  o  qual  corresponde,  como  limite,  ao  augmento  indefinido 
do  numero  de  repetições.  Para  um  numero  n  finito  de  repeti- 
ções, apenas  se  obterá  um  valor 


Ea 


[Aí-(A)P 


n 


representativo  d'aquelle  elemento  médio,  tanto  melhor  quanto 
mais  extensa  for  a  repetição,  e  mais  accentuada  fòr  portanto  a 
manifestação  das  leis  prováveis,  que  são  o  fundamento  de  toda 
esta  constituição  tlieorica. 

O  confronto  experimental  da  solução  assim  obtida  da  questão 
com  o  campo  estatístico  da  theoria  dos  erros,  a  que  nos  diri- 
gimos, e  que  será  um  estudo  de  applicação  e  complemento 
d'estas  noções  geraes,  assegurar- nos-ha  do  valor  de  taes  appro- 
xi  mações. 


SUPPLÉMENT  A  UN  ARTICLE  PRÉCÉDENTO) 


PAR 

L.  Braude 

à  Bierstadt-Wiesbaden 


1.  II  y  a  encore  une  autre  transforniation,  correspondante  a 
la  première  de  rarlicle  précédent,  qui  donne  des  résuliats  três 
semblables. 

On  projelte  chaque  poinC  P  de  ia  courbe  Fi  donl  1'équation  po- 
lui re  est 

(1)  r  =  /-(cp) 

sur  Vaxe  des  a3('f  =  0)  el  on  inène  par  celle  projection  une  droite  g 

pe) pendiculaii  e  au  rayon  vecteur  de  P;  chercher  V enveloppe  E  de  g. 

On  a  bien  aisément  pour  équalion  magique  de  Tenveloppe 

(2)  £c  cos  ^ -j- ^  sin '^  —  /■((p)cos-cp  =  0. 
Les  coordonnées  axiales  sont  donc: 


1  y 


d'oíi 


ou 


X  x'^ 


1  V 

u  u^ 


Si  Téquation  carlésienne  de  F  est 

(3)  F  (cc,  y)  =  O 

on  aura  donc  pour  E  Téquation  tangenlielle 

(4)  f(-1.     -4)=0 


(})  Voir  ce  volume,  p.  29. 
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et  comine  représentation  parainélrique,  d'après  (2): 

\xi  =  cos2  cp  (/  (cp)  cos  cp  +  /•'  (<p)  sin  cp) 
(4')  j 

( 7/1  =  cos^  <p  (/■'  (cp)  cos  '-p  —  /  ('-p)  sin  cp). 

Quand  on  écrit  (2)  sous  la  forme 

on  a  pour  (4')  la  représentation  analogue: 

Íxdy — xy') 
XI  = ^ -p- 
—  X" 
yi  = r- 
^  -  a?^ 

On  y  trouve  aussi: 

La   dérivée  E   de  la  cissoide  des  courbes   t\,  Fg,  ...  r„   est   la 
courbe  réstillante  des  derivées  Ei,  E2,  ...   E„. 

2.  Soit  r  une  cubique  circulaire  unicursale 

(5)  -  r  = /-(cp)  =  «  cos  (cp  -  cpo)  + 


coscp 
La  podaire  de  Tenveloppe  E  est  donc 

(5')  p  =  A?)  ^o^'  0  =  a  cos  (cp  —  cPq)  cos-  cp  +  ^  cos  cp, 

c'est-à-dire  la  cissoide  dun  bifolium  droit  et  d'une  circonfé- 
rence,  dont  le  pòle  est  situe  sur  Ia  périphérie  et  nous  trouvons 
tout  comme  au  premier  cas: 

Lorsquon  projette  chaque  point  de  la.  cubique  sur  les  axes  des 
coordonnées,  chacune  des  droites,  mences  par  une  des  projeclions, 
perpendiculaire  au  rayon  vecleur,  enveloppe  une  hypocycloide  tri- 
cuspidale,  dont  la  forme  ne  dèpend  pas  de  b. 

Soit  ^  =  0;  alors  nous  avons,  en  appliquant  la  Iransformalion 
de  Laguerkk,  le  théorème  correspondant: 

Lorsquon  projette  chaque  point  de  la  circonférence 

(6)  r  =  a  cos  (cp  -  cp^) 

sur  une  axe  des  coordonnées  et  quon  mène  par  la  projection  une 
droit e  g  formante  un  angle  constajit  a  a=^  ^  avec  le  rayon  vecteur, 
on  a  co/nme  enveloppe  de  g-  une  hypocycloide  tricuspidale. 


109 

Pour  ]a  ciss()ide  droite 

(7)  r=a ^ 

^  ^  cos  cp 

on  a  comme  podaire  le  bifolium  droit: 

(T)  p  =  tí!  sin' 9  cos  cp  ; 

alors  au  rebroussement  de  la  cubique  se  trouve  un  sommet  de 
Tenveloppe,  pendant  que  au  premier  cas  il  y  a  là  aussi  un  re- 
broussement de  l'enveloppe. 

3.  Pour  Ia  courbe  cappa 

(8)  r  =  fl  tg  '^ 

la  podaire  est  la  rosace  à  qualre  feuilles: 

(8')  p  =  |sin2cp; 

on  a  donc  comme  enveloppe  une  asteroíde  droile. 
Pour  la  paraboie  semi-cubique  oblique 

(9)  .  =  aiÍí^!iill^ 

cos  Cp^ 

la  podaire  est  la  cissoide  oblique 

(9')  siun.^-y„) 

'  cos  (p 

Tenveloppe  est  donc  une  paraboie,  qui  conlient  Torigine. 

4.  Nous  ajoulerons  encore  les  remarques  suivantes,  dont  la 
première  concerne  la  transforniation  considérée  au  n."  1. 

I)  La  courbe  la  plus  générale  pour  laquelle  on  a  comme  enve- 
loppe de  la  droite  Pa?  et  Vy  une  hypocycloide  tricuspidale  est 
la  quartique 

c  d 

(10)  r  =  í/ cos  <p -f  ^  sin  Cp -] 1 -. 

'  '        cos  cp        sin  Cp 

ou 

(10')  (o?-  +  z/2)  {xy  +  dx  -f  cy)  —  xy  {ox  -X-by)  =  0, 
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qui  se  decompose   dans   la  cubi({ue  circiilaire   et   une   axe  des 
cc)oi'doniit'Cs,  si  £•  =  O  ou  í/=0. 

2)  La  courbe  la  plus  générale  \)our  la(|uelle  on  a  une  livpo- 
cycloíde  de  Stei.nek  par  la  dernière  transfornialion  est  repré- 
sentée  par  Téqualion 

(11)  7-  =^  a  cos  o-\-  b  sin  cp  -| 1 y^ 

'  cos  Cp  COS"  Cp 

ou 

(II')  (x^-^y^-)(x'^  —  cx  —  (/i/)  —  x'{ax-\-b?/)  =  0. 

Cest,  comme  Ia  première,  une  quaitique  avec  un  point  triple 
dans  l'origine-,  si  (?  =  0  ou  f/=0,  on  la  génération  mentionée 
pour  la  cubique  circulaire. 


SUR  LA  NOTION  DE  COURBE  INTERSCENDANTE 

(Extrait  d'iiiie  Itíttre  adressée  à  M.  Gomes  Teixeira) 

PAR 
M.  E.  TUREIÈRE 


...  En  m'envoyant  un  exeniplaire  du  Mémoire  sur  les  tra- 
jectoires  des  paraboles,  des  hyperboles  et  de  leurs  courbes 
inverses,  réceininent  publié  dans  le  Journal  de  Boltaglini  (*), 
vous  mengagez  a  examiner  s'il  ne  serait  pas  convenable  de  gé- 
néraliser  Ia  notioii  de  courbes  inlerscendantes,  en  considérant 
comine  interscendanle  la  courbe  qiii  coitcsjíoihI  aiix  valeurs 
iniaginaires  du  paramètre  m  qui  figure  dans  la  définition  que 
j'avais  adoptée  dtuis  mon  article  de  V Ensei^nement  Mathématique 
de  Mai  1912  (2). 

Après  avoir  réflécbi  à  vofre  question,  je  crois  qn'il  y  aurait 
lieu,  en  eíTet,  d"étench'e,  dans  Je  domaine  complexe,  Ia  défini- 
tion de  linterscendance  de  Leibiniz.  La  définition  ainsi  généra- 
lisée  pourrait  rendre  des  services  en  vue  de  Ia  classification  des 
courbes  transcendantes  spéciales,  pour  expliquer  certaines  ana- 
logies  et  enfin  pour  aider  à  la  découverte  de  nouvelles  pro- 
priétés,  Quelques  íaits  déjà  coniius,  analogues  a  celui  que  vous 
avez  mis  en  évidence  dans  volre  Mémoire,  donneront  de  Tim- 
portance  à  la  notion  de  ces  courbes  inlerscendantes. 

Dans  mon  article  de  \ Enseipiemenl  Mathématique,  j'avais 
étendu  Ia  définition  leibnizienne  de  rintersccndance,  mais  je 
m'étais  ejpre^niment  limite  aux  valeurs  réelles  du  ]>aramètre. 
Pour  généraliser  dans  le  sens  que  vous  m'indiquez,  il  suffit  cie 
supprimer  la  restriction  relative  à  Ia  réalité  du  paramètre;  ainsi 


(i)  Gomes  Teixeira,  Sur  les  trajectoires  des  paraholes^  des  hyperboles  et 
de  leurs  courbes  inverses,  (Giornale  di  Mathematiche,  Napoli,  101'2,  t.  l). 

(-)  E.  TuRRiÈRE,  Courbes  transcendantes  et  inter scendantes.  [L'Enseigne- 
vient  mathématique,  t.  xív,  1012,  pp.  209-214). 
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la  définilion  precise  et  générale  quil  conviendrait  d'adopter 
serait  la  suivante: 

«Soit  une  íaniille  de  courbes  (C)  qui  dépendent  d'un  para- 
mètre  m\  je  suppose  que: 

«1.°  Pour  les  valeurs  ralionnelles  et  réelles  de  ce  paramèlre 
ni,  et  en  exceptant  des  valeurs  isolées,  toutes  les  courbes  (C) 
correspondantes  sont  algébriques; 

«2.°  Dans  le  cas  coiilraire,  c'est-h-dire  lorsque  m  est  irra- 
tionnel  ou  bicn  imaginaire,  les  courbes  sont  transcendantes; 
ce  seronl  ces  dernières  courbes  qui  devront  ètre  dites  intersceií- 
danles» . 

Les  valeurs  isolées  dont  je  parle  ci-dessus  dii  paraniètre  m 
correspondent  précisénient  aux  courbes  transcendantes  limites 
d'une  famille  de  courbes,  dont  il  est  queslion  dans  nion  article 
cite.  D'ailleurs  avec  la  définition  nouvelle,  ces  courbes  singn- 
lières  pourront  ètre  aussi  bien  envisagées  coninie  limites  dans  le 
cas  de  la  variation  dii  paramèti"e  complexe,  que  dans  le  cas, 
auquel  je  m'étius  borne,  cki  paramèlre  réel. 

C'est  ainsi  que  la  courbe  (4)  de  votre  Mémoire  —  courbe 
dont  Téquation  est  ii  rapproclier  de  celle  de  la  visoria  de 
Saavedra  et  de  la  courbe  représentative,  d'après  Tchebicheefk, 
de  la  loi  des  nombies  piemiers,  puisque  ces  courbes  et  Icurs 
courbes  affines  rentrent  dans  la  famille  dont  Féqualion  gènèrale 
est : 

ax  -\-  by  ^  c 

lo  cr  11  =  — 

oii  X  el  y  sont  les  coordonnèes  courantes,  a,  b,  c,  «',  b',  c',  six 
constantes  quelconques  —  est  la  limite  des  couibes  (5)  et  la 
limite  des  courbes  (3), 

Voici  maintenant  quelques  faits  intéressants, 

J.  —  Déjíi  en  1895,  dans  un  Mémoire  de  V American  Journal 
of  Mathematics  (t.  xvii,  p.  269),  que  vous  citez  à  la  page  222 
du  2*^  tome  de  votre  Trailé  des  courbes  spcciales,  M.  René  de 
Saussuue  a  considere  les  pseudo-cycloides  comnie  étant  des  épi- 
cycloides  engendrées  par  des  cercles  imaginaiies  roulant  sur 
des  cercles  cie  mème  nature.  Ce  fait  purement  analytique  re- 
vient  ii  íaire  renlrer  Téquation  des  paracycloides  ou  des  byper- 
cycloides  de  M.  de  Saussure  dans  Téquation  générale  des  épi- 
cycloídes  et  bypocvcloides,  en  atlribuant  tles  valeurs  complexes 
aux  paramétres  (pii  figurent  dans  celte  dernière  équalion  gé- 
nérale. 

Nous   sommes    donc   en    présence   d'une    famille  de  courbes 
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interscendantes;  pour  les  valeuis  ratioimelles  du  parainètre,  qui 
est  acluellement  le  rapport  des  rayons  des  cercies  générateurs, 
les  courbes  sont  algébriques ;  pour  les  valeurs  irrationnelles,  ce 
sont  les  épicvcloides  et  les  hypocycloídes  non  algébriques:  aux 
valeui\s  complexes  de  ce  rapport  des  rayons,  correspondent 
enfin  les  courbes  de  M.  Saussure.  La  développante  de  cercle  et 
la  cycloide  ordinaire  se  raugent  dans  cetie  fainille,  au  titre  de 
variétés  limites. 

B.  —  La  généralian  ciuémati(|ue  de  la  circonférence,  comme 
roulette  dans  un  roulemeut  sur  base  recliligne,  fournit  un 
exemple  non  moins  intéressant. 

M.  KoEMGS  (*)  a  montré  (|ue  l'inlég;ration  de  Téquation  diílé- 
rentielle  du  y^rofil  généraleur  conduil  à  envisagci'  trois  cas 
essentiellement  dislincts;  on  trouve: 

1.°  Une  famille  de  courbes  représentables  au  moyen  des 
fonctions  circiilaires;  elles  sont  algébriques  ou  interscendantes, 
au  sens  reslreint  que  j'avais  d'abord  adopte.  Ces  courbes,  dans 
le  cas  ou  elles  sont  aigébriípics,  avaient  été  antérieurement 
utilisées  en  Cinématiípie  par  Ch.  Laboulaye,  qui  les  avait  appe- 
lées  courbes  a  m  saillies. 

2."  Une  famille  de  courbes  transcendantes  représentables  au 
moyen  des  lonctions  hyperboliques  et  (|ui  peuvent  ètre  aisément 
construites  à  partir  de  la  spirale  de  Poinsot.  Ces  courbes  se 
rattachent  aux  precedentes,  en  envisageant  des  valeurs  com- 
plexes pour  le  paramètre. 

3.°  Une  coui"Í3e  transcendaute.  transformée  cissoidale  de  deux 
spirales  hyperbolirpies,  qui  est  une  courbe  limite  de  la  famille. 

On  relrouve  en  Géométríe  cette  mème  famille  de  courbes 
interscendantes,  comme  développées  des  tractrices  circulaires 
de  Rop.DOM  et  de  M.  Mgp.lev,  Ces  tractrices  qui  sont  toujours 
transcendantes  ne  peuvent  donc  pas  ètre  considérées  comme 
interscendantes;  mais,  pour  elles  aussi,  il  v  a  lieu  de  distinguer 
trois  cas  distincts  qui  correspondent  respectivement  aux  trois 
cas  précédents. 

C.  —  Les  épis  et  les  rosaces  appartiennent  à  deux  classes  de 
courbes  interscendantes,  dont  jai  dcjh  signalé  les  variétés  li- 
mites: la  spirale  hyperbolique  et  la  spirale  dAuciiiMÈoE. 


(1)  Leçons  de  Cinématique^  Paris,  1897,  p.  170;  Gino  Loria,  Spezielle 
ebene  Kurven,  ii,  p.  128;  Gomes  Teixeira,  Traité  des  courbes  spéciales,  ii, 
p.  2i3. 

VoL.  VIU  —  N."  2  4 
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A  ces  deux  íamilles  se  ratlaclienl  les  courbes  rcniarquablcs 


r  =  sli  md,      I  .  si)  nid 


1 


r  ^  eh  ?w6,      ;• .  eh  mb  =  1 , 

qui  coniprennent  la  spirale  de  Poinsot  et  les  Summenspiralen 
ou  les  Diflcrenzenspiralen  de  H.  DrrinicH. 

Aiix  mxuids,  (pii  definissem  eux  aussi  la  spirale  d'Âur.imiÈDC 
et  la  spirale  hvperboliquc  eoinme  variélés  liiuites,  il  convien- 
drait  d'assoeicr  les  courbes  déqualion: 

r=\\\mQ, 
r  =  coth  )»f), 

dont  je  ni'occuperai  prochainement  (dans  mon  article  Sur  une 

loi  de  force  centrale), 

D. —  En  coordonnées  biangulaires  6i  et  b±,  les  équations 

cos  26i  —  cos  Dib)  =  const., 
A  cos  mib\  -\~  B  sin  m\bi  ==  (]  cos  m-ibi  -\-  D  siu  ^/ígôíi, 

représentent  des  courbes  interscendantes;  elles  conliennent, 
coinme  cas  parliculiers  correspondants  aux  valeurs  complexes 
du  paramèlre,  les  courbes  d'équations: 

cos  26i  —  eh  26á  =  const., 
A  cos  m\b{  +  W  sin  tn{bi  =  C  eh  tn-^bi  -\-  D  sh  i>Vib± ; 

celles-ci  peuvent  servir  à  représenler  des  fonctions  déjh  étudiées 
au  nioyen  des  coordonnées  cartésiennes  ordinaires;  Tune  d'elles 
n'est  aulre  (pie  la  courbe 

cos  2íc  —  eh  y  =  const. , 

que  vous  avez  fréquemnient  envisagée  dans  vos  recherches  sui* 
les  développenienls  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
du  sinus. 

Quant  aux  courbes 

A  cos  mx  -\-  li  sin  mx  =  C  eh  ny  -\-Y)  sh  «?/, 

ce  sont  les  courbes  de  IMercator  et  de  Sumner. 

E. —  Dans   mon   récent   article  de   V Enseignement  Mathema- 
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ti(jue  {^)  sur  la  classification  et  la  conslrnotion  des  courbes  trans- 
cendanles,  j'ai  envisagé  les  diamétrales,  pour  les  cordes  parallèles 
à  Taxe  des  ordonnées,  de  deux  paraboles  intersccndanles. 
En  considérant  les  deux  paraboles  d'équations 

doiit  les  exposants  sont  imaginaires,  courbes  qui  sont  elles- 
niémes  iinaginaires,  on  oblient  pour  courbe  diamétrale  la  courbe 
d'équalion : 

22/  =  a;'  -f  £c^'. 

EuLER  a  préciséinent  considere  celte  courbe  et  montré  que 
les  iinaginaires  ne  s'introdnisent  qu'en  apparence;  Téqualion  de 
la  courbe  peut  ètre  en  eííet  mise  sous  la  forme  suivante: 

^  =  cos  (Logo;); 

celte  courbe  remarquable,  qui  esl  transcendante,  esl  ainsi  un 
cas  parliculier  (et  non  une  variété  limite)  des  courbes  algébri- 
ques  ou  interscendantes  représenlées  par  Téquation: 

2?/  =. »"'  -(-  x~"K 

E.-PuisEUX,  Journal  de  Liouville,  I8i4,  considere  les  courbes 
d'équalions  polaires  langentielles  : 

uj  =  cos;n(p,      au  =  sin?w(p; 

pour  les  valeurs  rationnelles  du  paramètre  w,  ces  courbes  sont 
des  épicycloides  algébriques;  eu  inlroduisant  les  imaginaires, 
on  Irouve  les  courbes  également  envisagées  par  l^uisujx: 

aj  =  cbw?çp,     nj  =  sbmcp. 

Ces  divers  exemples  prouvent  suffisamment  combien  serait 
interessante,  du  point  de  vue  de  la  classification  des  courbes 
transcendanlcs  particulièies,  Textension  que  vous  m^avez  si- 
gnalée  de  la  noiion  d'interscendance  de  Leibmz. 

Poitiers,  2  avril  1913. 


(•)  É.  TuRRiícRE,  Siir  la  classification  et  la  ennstniction  dos  courbes  trans- 
ccndantes  (L' Enseignement  Mat/irinatique,  t.  xv,  1913,  pp.  112-1^2). 


NOTA  SOBRE  A  DISTRIBUIÇÃO 
Á  INTENSIDADE  CONSTANTE  DE  IVI.  BOUCHEROTO) 


POR 


J.  Pedro  Teixeira 


Nas  suas  Leçons  (fElectrotecliniijue  general,  pag.  334,  estabe- 
lece M.  P.  Jainet  a  condição  da  distribuição  á  intensidade  cons- 
tante, descoberta  por  M.  P.  Boucheiiot;  mas,  no  seu  raciocinio, 
suppõe  aquelle  illustre  electricista  que  o  distribuidor  é  despro- 
vido de  resistências  inductivas.  Não  sei  se  foi  com  esta  restricção 
que  M.  BouciiEROT  apresentou  o  seu  systema;  mas  julgo  não  la- 
borar em  erro  affirniando  que  elle  subsiste  e  a  condição  é  a 
mesma,  o  raciocinio  de  demonstração  o  mesmo  ou  quasi  o 
mesmo,  qualquer  que  sejam  o  distribuidor  e  os  receptores  que 
alimente,  o  que  se  me  affigura  digno  de  nola.  Para  justificar 
este  asserto,  bastará  fazer  a  demonstração  sem  particularisar  as 
resistências  em  jogo. 

Entre  os  poios  de  um  alternador  de  corrente  sinusoidal  A 
e  B  colloquemos  em  serie  um  condensador  de  capacidade  c 
e  uma  bobina  iMKB  de  coefficiente  de  auto-inducção  L  e  nos 
seus  extremos  derivemos  o  distribuidor  MNB,  alimentando  quaes- 
quíír  recej)torcs  da  mesma  vasão. 

Usando  o  metbodo  synibolico,  sejam  os  valores  imaginários: 
iBi|,  |H2|,  |R3|  das  inipedencias  de  AM,  MKB,  MNB;  \e\  \ei\ 
íla  tensão  da  machina  e  da  queda  de  tensão  entre  M  e  B;  |/[, 
1^1,  \d\  das  intensidades  total  e  nos  ramos  MKB  e  MNB. 

Como  as  leis  das  correntes  continuas  são  applicaveis  aos  va- 
lores imaginários   das  grandezas    análogas  i^espeitantes   ás  cor- 


(')  É  primeira  de  uma  serie  de  notas  que  destino  aos  alumnos  do  curso 


de  engcnliaria  industrial  da  Universidade  do  Porto. 
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rentes  alternadas,  lemos 


\d\ 


1^1 1 


R-2     Rs 


Ral' 


R2  H- 1  R3 

'      I  R2 1 


e  por  ISSO 

\d\         \b 


R2 1 1  R3 1 1  e 


1 


1 


R3I       IR2I        R2I       IR3 


1  1         |Ri||R2|-t-|Ri||R3|  +  |R2||R3 


1^1 


R2IU 


Ri  1 1  R2 1  +  I  Ri  1 1  Rb  I  +  I  R2  M  R3  r 


Isto   mostra   que   |^/|   é  independente  de  |  R3  |    e  por  isso  da 
resistência,  inductiva  ou  não,  da  serie  MNB,  se  for 

|Ri|-}-|R2H0. 

Como,  sendo  ?i  e  1-2  as  resistências  ohmicas  de  AM  e  MKB,  é 

|B,|  +  |B2|  =  ri  +  ;-2+(L«--^)í-, 

onde  a  é  a  pulsação,    aquella  condição,   se   forem  despresiveis 
estas  resistências  /j  e  z^,  torna-se  em 


«2  = 


I 


CL 


que  é  a  mesma  que  obteve  I\I.  P.  JA^ET. 

Sendo  assim,  o  valor  symbolico  da  corrente  no  distiibuidor  é 


e  o  seu  valor  efficaz  é 


d  ff  =  — p-  =  acE 


'ff- 


ac 


Como 


ou,  sendo  T  o  periodo, 
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T  =  2t:  i/í-L 


é  a  condição  de  resonancia  entre  o  condensador  e  a  bobina, 
segue-se  que  o  resultado  se  obtém  trabalhando  a  inslallaçãr> 
nestas  circunstancias,  o  que  se  poderá  obter  cíjui  uma  veloci- 
dade conveniente  da  machina,  com  bobina  e  condensador  (juaes- 
quer  ou  com  velocidade  determinaila,  sendo  então  a  capacidade 
e  auto-inducção  calculadas  pela  equação  precedente. 

O  augmento  ou  deminuicão  do  numero  dos  receptores  no 
distribuidor  não  altera  a  intensidade  da  corrente  que  nelle  cir- 
cula; mas  altera  a  intensidade  da  corrente  na  bobina,  porque, 
como  é 

'  '     Ib.IIBjI 

o  seu  valor  imaginário,  será 

^íf= f] % 

o  seu  valor  efficaz,  onde  r  e  s  são  a  resistência  e  reactencia  da 
serie  MNB. 

É  este  um  dos  surprehendentes  phenomenos  que  se  podem 
obter  com  disposições  adequadas  de  inductencias  e  capaciten- 
cias,  nas  distribuições  por  correntes  alternadas. 


SUR  UNE  FORME  QUADRATIQUE  DÉFINIE  POSITIVE 


PAR 

J^J  LLE   rp     ^sTUTI 
à  Rome 


Dans  la  théorie  du  potentiel  des  corps  élasliques  isolropes  il 
faut  déinonlrcr  que  les  deux  rélations 

(1)  3X  +  |x>0 

(2)  IX  >  U 

costituent   une   condition   nécessaire   et  suffisante   pour  que  la 
forme  quadratique 

(3)  X(«  +  M-c)^  +  2|x(«2  +  ^"^  +  .2  +  j-r  +  y^-^  +  j/^^) 

soit  une  forme  définie  positive. 

Plusieurs  démonstrations,  plus  ou  moins  simples,  ont  été 
données  de  ce  théorème,  qui  est  fondamental  dans  la  théorie 
du  potentiel  élastique. 

La  démonstration  que  nous  en  donnons  ici  est  três  simple. 

Nous  íerons  voir  d'abord  que  la  condition  est  suffisante. 

Si  K  est  positif,  on  voit  aisément  que,  les  rélations  (1)  et  (2) 
étant  verifiées,  alors  la  forme  quadratique  (3)  doit  ètre  positive. 
Dans  le  cas  le  plus  défavorable  (k  négatif),  si  nous  démontrons 
que    la    valeur    absolue    de    'k  (a -{- ò -\- c)'^    est    plus   petite    que 

2[x  ía2-[-^2_|_^2_|_      /-a-j-...  o^2_|__^2J  ^  alors  nous  aurons  que 

la    partie   négative   ne   surpasse    pas    la    paitie    positive,    et    la 
forme  (3)  resultera  définie  positive. 

A  cet  eífet  nous  observons  qu'il  est  en  general 

ou  a  et  ò  sont  deux  nombres  réels  tel  que  les  aulres  nombres 
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dont  il  s'agit.  Par  conséquent  nous  aurons 

(a  +  ^  +  cf  =  «2  ^  ^2  ^  c2  _|_  c^ai,  .|  2ac  +  2/^c  g  3  («^  +  Z;2  _^  ,-2) 
et  de  là 

I  X  («  +  ^  4-  c)2  I  g  I  3)l  («2  +  ^2  +  £.2)  |. 

Si  donc,  dans  la  forme  (8),  nous  niellons  ;i  la  place  de  X  la 
quantité  3X,  qui  est  plus  grande  en  valeur  absolue,  alors,  si  )l 
est  négalir,  nous  rendons  ainsi  plus  petite  la  forme  quadra- 
tique  (3).  Si,  malgré  cetle  diminulion,  la  íorme  (3)  est  positive, 
cela  signifie  qu'elle  était  d'abord  positive. 

Mais  on  oblient ; 

3X(a2  +  ^2_^,2)_|_2|x  (a2  +  ^2  +  ,2^1^2  +  |.2  +  i./,2^ 
=  (3X  +  21X)  («2  +  ^2  _[_  ,3)  ^  j,  (^2  _^  .2  +  /,2^  . 

cette  qnantité,  en  verUi  des  hypothèses  que  nous  venons  de 
faire,  est  positive;  dans  ccs  hypothèses,  on  voit  donc  que  la 
forme  (3)  será  positive. 

On  peut  voir  encore  plus  aisément  que  les  conditions  (1) 
et  (2)  sont  nécessaires.  Posons  en  eífet 

dans  la  forme  (3);  on  obtiendra 

donc  pour  que  (3)  soit  définie  positive  on  doit  avoir 

ix>0. 
Si  au  contraire  nous  posons 

alors  Texpression  (3)  se  réduit  "a 

3a2(3X  +  2|J.), 
donc,  dans  Thypothése  quelle  soit  définie  positive,  il  doit  étre 

3X  +  2ix  >  O 


PEQUENAS  NOTAS 
SOBRE  A  GEOMETRIA  DAS  CURVAS  ESPECIAES 


POR 

F.  Gomes  Teixeira 


I 

CURVA  ORTHOPTICA  DA  PARÁBOLA  SEMI-CUBICA 

Recordemos  que  se  chama  curva  orlhoptica  de  uma  curva  C  o 
logar  dos  pontos  pelos  quaes  se  podem  lirar  duas  tangentes  a 
esta  curva  perpendiculares  uma  á  outra. 

Posto  isto,  vamos  procurar  a  curva  orthoplica  da  parábola 
semi-cubica 

Temos,  y'  representando  a  derivada  de  y  relativamente  a  x, 

4^2  87/'3 


"^^  9fl2'     y      27a2' 

e  portanto,  (X,  Y)  sendo  as  coordenadas  de  um  ponto  do  plano 
da  parábola  e  {x,  y)  as  coordenadas  dos  pontos  de  contacto 
das  tangentes  á  mesma  parábola  tiradas  pelo  primeiro  ponto, 

^-y  =  y'{^-x) 

ou,  substituindo  x  e  y  pelos  seus  valores, 

(1)  /iy3-27a2xy  +  27a2Y  =  0. 

Esta  equação  determina  os  coefficientes  angulares  yU,  y''í,y'z 
das  três  tangentes  á  parábola  que  se  podiam  tirar  pelo  ponto 
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(X,  Y),  e  dá 

27 


•  Se  duas  d'eslas  tangentes  forem  perpendiculares,  temos 

y\y'^i  =  —  í , 

e,  portanto,  > 

27 

Como  este  valor  de  y'  deve  satisfazer  á  equação  (1),  vem 
27VY"^-108a2x+16  =  0, 


ou,  pondo  h 


4 


27a2' 

Y2  =  A(X-A). 


Logo,  temos  o  theorema  seguinte,  que  não  foi  ainda,  creio 
eu,  notado : 

A  curva  orthoplica  da  parábola  semi-cuhica  é  a  parábola  de  se- 
gunda ordem. 

O  methodo  que  vimos  de  expor  é  applicavel  á  determinação 
das  curvas  orthopticas  de  todas  as  curvas  de  segunda  classe. 


II 

CURVA  DE  EULER  E  KlEPEKT 

Dá-se  o  nome  de  curva  de  Kiepert  á  espiral  sinusóide  repre- 
sentada pela  equação 

p3  =  a?  cos  6, 

ou,  cm  coordenadas  cartesianas, 

(2)  {x^-^y'-f==a''x{x^-Zy^), 

por  que  foi  considerada  por  este  geometra,  que  se  occupou 
da  sua  rectificação  em  uma  Dissertação  intitulada  De  curvis, 
quoium  arcus  integralibus  ellipticis  prinii  generis  exprimitur  (1870) 
e  em  uma  Memoria  publicada  no  Jornal  de  Crelle  (t.  lxxiv,  1872). 
iMas,  como  dissemos  no  nosso  Trailé  des  courbes  spéciales  (t.  ii, 
p.  272),  a  mesma  curva  tinha  já  sido  considerada  em  18 i7  por 
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W.  RoBERTs  em  uma  Memoria  publicada  no  Jornal  de  Liouville. 
Podemos  agora  ajuntar  que  esta  curva  tinha  mesmo  já  sido  en- 
contrada por  EuLER,  em  um  Appendice  sobre  as  curvas  elásticas, 
junto  á  sua  célebre  obra  —  Melhodu%  inveniendi  lineas  curvas 
maximi  minimive  proprietate  gaudentes  (1744,  p.  282),  facto  que 
parece  ter  esquecido.  O  grande  geometra  encontrou-a,  pro- 
curando a  forma  que  toma  uma  lamina  elástica  sob  a  pressão 
de  uma  massa  liquida  de  altura  infinitamente  grande.  Obteve, 
para  resolver  o  problema,  as  equações 


dx  (2*  —  Az^  —  C)  dz 


S/i-x"-  2   t/B2z2_(24_Az2_C)' 

notou  em  seguida  que  esta  equação  pode  ser  integrada  por  func- 
ções  elementares  quando  A  — O,  C  =  0',  e  obteve  assim  a  equação 

{x^  -\-  y^Y  =  a^y  (3íc-  —  y'^) 

que  representa  a  mesma  curva  que  a  equação  (2). 

Ill 

SOBRE  AS  CURVAS  DE  ElBAUCOUR 

Creio  que  não  se  notou  ainda  que  as  cvoiutas  das  curvas  de 
HiBAUCOUR  são  idênticas  ás  linhas  encontradas  por  VARlG^o^  nas 
i^íemorias  da  Academia  das  Sciencias  de  Paiis  (1720,  p.  198) 
em  uma  questão  sobre  a  forma  das  molas  dos  relógios,  que  o 
levou  ao  problema  geométrico  seguinte: 

Determinar  uma  cuiva  tal  que  o  producto  da  área  da  superfície 
dé  revolução  gerada  por  um  arco  d'esta  curva,  coinprehendido  entre 
um  ponto  fixo  e  um  outro  ponto  variável,  girando  á  roda  de  um 
eixo,  por  uma  potencia  qualquer  da  distancia  do  ponto  variável 
ao  eixo  seja  constante. 

Tomando  para  eixo  das  abscissas  a  recta  dada,  a  equação  do 
problema  é 


rfy\/i  +  (^^J  <!-='• 


c  designandíj  uma  constante. 
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IMas,  derivando  esta  equação  relalivaniente  a  x,  vem 


e,  portanto,  eliminando  o  integral  entre  as  duas  equações, 

dx=  i/m  V^-2("'+2)  -  1  (/y. 
Mas,  5  representando  os  arcos  d'esta  curva,  temos 

me  ,    , ,. 

logo,  applicando  um  theorema  de  Gesaro  (Nouvelles  Annales, 
3.*  serie,  t.  xni,  1894),  vè-se  que  as  curvas  consideradas  são  as 
evolutas  das  curvas  de  HiBAucoun. 


PIETER  HENDRIK  SCHOUTE 


A  Hollaiida  vem  de  perder  um  dos  seus  mais  illustres  geó- 
metras, P.  H.  ScHouTE,  professor  na  Universidade  de  Groningen, 
membro  da  Academia  Heal  das   Sciencias  de  Amsterdam,   ele. 

Cultivou,  com  successo,  principalmente  a  Geomeliia  pura, 
sobre  a  qual  escreveu  valiosos  trabalhos,  publicados  em  diversas 
revistas  scientificas  da  sua  pátria  e  do  estrangeiro,  que  tornaram 
o  seu  nome  conhecido  em  todos  os  paises  em  que  as  sciencias 
são  cultivadas.  Um  d'esles  trabalhos  foi  publicado  no  volume  i 
d'estes  Ajuiaes  e  outro  no  Jornal  de  Sciencias  Mathemalicas. 

Pi"eslou  lambem  relevantes  serviços  ás  sciencias  mathemalicas 
e  ao  seu  ensino  com  a  direcção  intelligenlc  das  duas  revistas 
intituladas  Revue  semeslrielle  des  puhlications  malhhnatiqiies  e 
Nieuw  Archief  voor  IFiúunde, 

Tivemos  o  prazer  de  conversar  com  elle,  ha  bem  poucos  me- 
ses, no  Congresso  dos  mathematicos  em  Cambridge,  e,  apesar 
da  sua  idade  avançada,  nada  poderia  fazer  suspeitar  que  o 
termo  da  sua  vida  estava  tão  próximo. 

Cerca  de  um  mez  antes  de  fallecer,  communicou-nos  que 
estava  escrevendo  um  artigo  para  os  Annaes,  que  brevemente 
nos  remetteria.  Não  chegou,  porém,  a  realizar  a  sua  intenção, 
e,  em  logar  do  tiabalho  promettido,  tivemos  a  profunda  mágoa 
de  receber  a  noticia,  communicada  pela  familia,  do  seu  falleci- 
mento. 

A  Hollanda  soífreu  uma  dura  perda,  e  nós,  profundamente 
commovidos,  associamo-nos  ao  luto  dos  mathematicos  d'este 
país,  por  tão  triste  acontecimento. 

Gomes  Teixeira. 
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O  nome  do  sábio  auctor  d'esta  obra  é  bem  conbecido  dos 
leitores  d'estes  Annaes,  nos  quaes  publicou  um  interessanle 
trabalho  sobre  a  influencia  de  um  porluguez  na  evolução  dos 
estudos  astronómicos  no  Japão. 

No  livro  cujo  titulo  vimos  de  escrever,  traça  elle  magistial- 
mente  a  evolução  das  Mathematicas  na  China  e  Japão,  desde 
os  tempos  antigos  até  ao  presente,  distinguindo  com  cuidado  o 
que  é  devido  á  influencia  europeia  do  que  é  o  resultado  da 
inspiração  própria  dos  homens  de  sciencia  d'estes  paizes. 

Ainda  ha  bem  poucos  annos  nada  se  conhecia  na  Europa 
sobre  o  estado  das  sciencias  na  China  e  Japão.  Hoje  sabe-se 
que  o  segundo  d'estes  paizes  lejn  excellentes  escolas  e  pro- 
fessores nmito  illustres  em  todas  as  sciencias.  Feio  interessante 
livro  de  IMikami  vè-se  que  os  teve  também  nos  tempos  passados 
e  conhecem-se  os  seus  nomes  e  os  seus  trabalhos.  Em  toda  a 
obra  que  no  futuro  se  consagre  a  historia  das  sciencias  mathe 
maticas  tem  de  necessariamente  figurar  um  capitulo  consagiado 
ao  progresso  d'estas  sciencias  na  China  e  no  Japão,  e,  para  a 
redacção  d'este  capitulo,  ha  de  sempre  servir  de  base  o  livro 
mencionado. 


Giui.io  YivAMi:  Esercizi  di  Analiii  infinitesimale.  Pavia,   1913. 

Contém  este  excelente  volume  575  exercícios  relativos  aos 
diversos  assumptos  analvticos  e  geométricos  que  constituem  um 
curso  regular  de  Calculo  cbíTerencial  e  integral,  seguidos  das 
respectivas  soluções.  Todos  os  exercicios  são  bem  escolhidos  e 
appropriados  aos  fins  que  tèem  as  obras  d'esla  natureza,  e  as 
soluções  são  elegantes.  A  circunstancia  de  serem  orifiinaes  um 
grande  numero  d'elles  e  de  levarem  muitos  a  resultados  úteis 
dá  ao  livro  um  interesse  especial. 
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G.  DEMAmuEs:  Cours  de  Géométrie  infinitésimale.  Paris,  GaulJiier- 
Villars,  1913. 

Contém  este  volume  o  curso  de  Geometria  infinitesimal  dado 
por  M,  Demartes  na  Universidade  de  Lille.  O  seu  elogio  é  feito 
por  M.  Appell,  em  uma  introducção  junta  ao  volume,  nos  se- 
guintes termos  bem  expressivos;  «M.  Drmartres  dá  ha  muitos 
annos  um  ensino  de  Geometria  muito  original  e  muito  pes- 
soal, em  que  tem  formado  discipulos  numerosos  e  enthusiastas». 
Nada  é  necessário  ajuntar  a  um  juizo  tão  explicito  e  tão  aucto- 
lisado. 

O  auctor  percorre  as  questões  mais  importantes  da  Geome- 
tria infinitesimal,  tratando-as  pelos  methodos  geométricos  ou 
analyticos,  dando  sempre  á  sua  exposição  uma  forma  das  mais 
elegantes. 


G.  Lebon:  Nolice  sur  Henri  Poincaré.  Paris,  11)13. 

Tèem-se  publicado  em  diversos  paises  muitas  noticias  sobi'e 
H.  Poi^cARÉ,  mas  nenhuma  oíferece  tanto  interesse  como  a  de 
M.  Lebon,  porque  em  nenlmma  é  tão  detalhadamente  descripla 
esta  figura  celebre  que  foi  o  maior  dos  malhematicos  dos  últi- 
mos tempos. 

Não  é  só  a  sua  grandiosa  obra  que  nella  é  analysada ;  é 
lambem  o  seu  caracter  que  nella  é  cuidadosamente  descripto. 
Pelas  suas  relações  pessoaes  com  o  eminente  geómetra,  M.  Lebon 
estava  em  circunstancias  especiaes  para  bem  o  fazer  conhecer. 
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A  unificação  das  notações  e  terminologia 
da  theoria  do  potencial  e  da  theoria  da  elasticidade 


Por  iniciativa  de  A.  Korn  de  Charlotlenburg,  vem  de  se  cons- 
tituir unia  Comniissão  internacional,  em  que  figuram  alguns  dos 
maiores  geómeti'as  e  physicos  dos  diversos  paises,  com  o  fiiii 
de  se  procurar  uniformisar  a  terminologia  e  as  notações  da 
theoria  do  potenciai  e  da  theoria  da  elasticidade. 

Para  dar  principio  aos  seus  trabalhos,  esta  Conunissão  vem 
de  convidai-  os  aslronomos,  mathematicos  e  physicos  a  res- 
ponder á  questão  seguinte: 

Quaes  são  as  noções  e  as  nolaçues  sobre  que  deve  recair  a  uni- 
fica rã  o  ? 

Outros  quesitos  serão  depois  propostos,  com  o  fim  de  pre- 
parar a  solução  definitiva  d'este  assumpto,  que  será  dada  nos 
próximos  Congressos  internacionaes  dos  mathematicos. 

O  Director  d'estes  Annnes,  que  é  membro  da  Comniissão 
mencionada,  encarrega-se  de  fazer  chegar  ás  mãos  de  A,  Korn 
as  respostas  que  os  homens  de  sciencia  do  nosso  paiz  que  se 
interessam  por  este  assumpto,  quizerem  dar  a  este  quesito. 


ilA 


SUR  LINTERPOLATION 


PAR 


P.  Martinotti 

à  Pavie 


IM.  G.  Teixeira  (*)  a  étudié  profondément  la  convergence  de  la 
formule  dMnterpolaliou  de  Laguange,  en  se  proposant,  dans  les 
cas  de  diííérenrs  choix  des  argunients,  la  recherclie  de  champs, 
oíi  Ton  puisse  assurer  la  lendance  de  ces  polyiionies  d  inter- 
polation  (lorsque  le  nonibre  des  argunients  cioit  infiniinent) 
vers  la  relativa  foiíction,  en  supposant  que  cette  dernière  soit 
liolonioi  |)he  dans  un  eercle  d'uii  rayon  donné, 

iM.IM.  IUi\ge(^)  et  Hychijk(^j  ont  trailé  la  question  par  une 
inéihode  diflérente  et  sont  parveiuis  pour  quelques  eas  à  dé- 
lei'miner  des  vérilables  eourhes  de  convergertce  pour  les  poly- 
nonies  susdits,  c'est-;i-dire  des  courbes  ferniées  en  sorte,  que 
tous  les  points  situes  dans  leur  intérieur  correspondent  à  des 
valeurs  de  la  variable,  pour  lesquelles  les  polynonies  d'interpo- 
larion  teiident  unirorniénient  vers  la  fonction  relative,  tandis 
que  les  points  extérieurs  (exceplé  les  argunienis  qui  peuvent 
élre  conipris  entre  eux)  représentent  des  valeurs  de  la  variable 
pour  lesquels  les  niènies  polynomes  s'éloignent  indéfiniment, 
quand  que  les  argunients  croissent,  des  correspondantes  va- 
leurs de  la  íbnction. 

II  faut  considérer  ici  le  cas  três  intéressant  des  n  arguments 
réels  suivants,  repartis  dans  un  intervalle  ayant  le  point  du  nii- 
lieu  dans  Torigine  et  pour  amplitude  2;q: 

T  3Tt  2n— 1 

( 1 )      xi  =  ro  cos  -—    Xi  =  to  cos  --—  ...     a*,,  =  /o  <'os  — s r^ 


(i)  Journal  f.  Math.,  t.  124,  1903,  p.  IIG. 

(2)  Zdtschr.  f.  Math.  u.  Fhys.,  t.  4G,  1901,  p.  229.  Theorie  und  Praxis 
der  Reihen,  1904,  p.  126. 

(•*)    Casopis  pro  pestovani  math.  a  phys.,  1906,  p.  lo. 

VoL.  viii  — N.03  1 


130 


et  l'<>ii  luoMliera  (|ue,  eu  poussiuil  iin  pcu  pliis  en  avaiit  \vs 
refheirlies  de  M.  Teixeika,  on  peul  parvenir  lapideinenl  aii  re- 
sultai que,  en  rapport  à  ce  ras,  ont  oblenu  les  auteurs  susdils. 

M.  Teixkii\a  (*)  a  dénioulré  le  ihéorèuie  suivant:  «Si  une  (on- 
clion  esl  hotornorphe  dans  un  cerch  avec  le  centre  dans  l' origine  et 
le  rayon  II,  les  polijnomes  d'interpo(alion  referes  aux  valeurs  (l) 
convergent  vers  elle  dans  tout  cercle  qui  a  V origine  pour  cenlre  et 

le  rayun  <^  v  R-  —  ?q"^». 

La  détnonsLralion  de  ce  ihéoièuie,  ainsi  que  tout  aulie  du 
iiièuie  genre,  est  Ibndée  sur  la  considération  du  reste  de  la 
formule  diuterpolalion  de  Laguange: 


\\n{z)  = 


_L  f  AO  (^- 

2ra  Jr,  t  —  z  [t  — 


a;i)(z  — ccâ)  .  .  .  (z  — £e„) 


x^)  {t 


OCi) 


■Xn) 


<lf, 


oò  C  c'est  le  cercle  oà  la  Ibuction  donnée  f{z)  est  supposée 
liolouiorphe,  et  se  proposc  de  trouver  uii  coulour  qui  borde 
un  chauip  tel,  que  pour  tous  les  points  z,  qui  lui  apparlieuneut, 
et  pour  tous  les  points  t  situes  sur  C,  le  rapport 

(z  —  CCl)  (z  —  Xi)  ...  (2  —  Xn) 


{t  —  Xi)  (/  —  ÍC2)  .  .  .  {t—  Xn) 

tende  uniformément  a  zero,  en  croissant  iníinenienl  n. 

Représentant   par  gn(z)   la   fonclion   imniérateur  du   rapport 
précédenl,  et  faisant  les  substitutions: 

z  =  ?o  cos  c,    t  =  ra  cos  r^ , 

M.  Teixeiua  (-)  obtient  Tégalité: 

g„(z)  ^  cos  n^ 
gn  (O        t^'<^s  n-q 
et,  en  supposant 

ç  =  «+2p    -/i-Y  +  í"^' 

il  trouve  que  le  rapport 

j  cos  n^  I 


cos  nq 


(«)  L»c.  cit,  n.o  7,  p.  124. 
(^)  Loc  cit.,  n.»  O,  p.  122. 
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tend,  pour  n=^3o,  unilorménient  à  zero,  poiír  lous  les  points  ^ 
et  Yj  teis  que  la  condition  [  [3  j  <^  j  ^  |  soil  verifiée. 

Cesta  dire  que  ce  rappoit  tend  à  O,  pour  /i  =  oc,  unifoinié- 
ment  pour  tout&s  les  couples  de  points  ^  et  yj,  lelles  que,  pen- 
daiit  que  'q  déciil  une  parallèle  ;i  Taxe  réel,  ^  se  meut  sur  une 
aulre  parallèle  plus  proehaitíe  à  eet  axe, 

Voyons  quelles  courbes  tléciivent  les  points  z  et  l,  pendant 
que  ^  et  tj  parcoui"ent  ces  dernièies  ligues. 

Po  sons  : 

z  =  ?o  cos  (a  -f  ^ P )  =  íK  +  iy, 
doú: 


x-\-{y~  /o  (  cos  a 


e^  +  e-^ 


+  i  sen  a 


et  par  conséquent 


X 


'O 
9~ 


(fi^  -j-  e    O  cos  a    y  =  ~    (e    '^  —  e^)  sen  a. 


Nous  en  tirons  ainsíTequation  du  lieu  ciíerché  pour  le  point  z\ 


f 


?o 


'^(^H.-^) 


^('^-^-^)J' 


=  1 


c'est-à-dire  une  ellipse  ayant  poui-  deini  distance  focale  /o. 

Le  poiut  t  décrira  pareilleuient  une  ellipse  homofocale  à  celte 
dernière  et  ayant  Téquation: 


X'' 


^0 

2 


+ 


t 


(^H^-^)J        [f(^^-^-^)J 


=  I. 


Si  Ton  appelle  a  el  b  les  denii  axes  de  la  preniière  ellipse, 
a  et  ^'  ceux  íle  la  seconde,  on  oblient: 

a-{-b  =  VQe^     a'  H-  b'  =  VQe^ 


et  par  conséquent 


'  ^b' 


a  +  b     ^  a 

5  =  log O  =  log 


La   condition    ||5|<;|í|    se    traduit   en  celle  que  la  prenuòre 
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ellipse  soil  liilérieuie  à  la  seconde,  et  alors,  pour  les  points  z 
et  t  qui  apparUennent  i"espec'liveinent  ;i  ces  courbes,  nous  au- 
rons: 

c'est-a-dire : 

limR„(z)  =  0. 

n=oo 

Nous  avons  ainsi  démontré  le  ihéorème: 

«5í'  f  (z)  esl  une  fonclion  holomo) phe  dans  une  eUipse  ayant  les 
foyeia  dans  les  poin(s  +  ro  el  en  cet  intervnlle  sont  dislrilmés  les 
points  (1)  quon  prend  comine  les  argumenls  pour  la  formal ion 
des  polynomes  d'interpolalion,  ceux-ci  tendent,  pour  n  =  oo,  vers 
la  fonclion  f(z),  pour  íous  les  poinls  z  placés  au  dedans  de  celte 
ellipse» . 

Ce  théorème,  selon  la  méthode  de  Ru^GE  e  Hychlik  est  dé- 
montré par  la  recherche  des  courbes  des  points  z  qui  ont  pour 
équation: 

lim  V  I  gn  (z)  I  =  cos  /. 

íi=0O 

De  la  théorie  dévelo])pée  par  ces  anteiirs  resulte  en  eíFet  que 
ces  courbes  peuvent  en  tont  cas  jouer  le  role  de  courbes  de 
convergence,  dans  le  sens  qu'on  a  explique  au  coinuiencenient, 
et,  dans  le  cas  dont  il  est  question,  elies  consistent  justeinent 
dans  les  ellipses  qu'on  vienl  d'obtenir. 

Or,  loujours  pour  ce  nicnie  cas,  la  recherclie  de  ce  limite 
peut  èlre  faite  Irès  simplement  au  moyen  des  substilulions  de 
M.  Teixeira,  pour  lesquelles  il  existe  Tégalité: 


o 


n  (z)  =  -^^z^j  COS  (n  are  cos  ~j  . 


Calculons  d'abord  la  limite: 


lim  V  |cos  nz\. 

n=(x> 
Puisque 

jcos  nz\  =  \  '   cos-níc  I I    -|-  sin^'  nx  I j 

=  —  \/e'^»y  +  e-^"y  -f  2  cõsTwac, 
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et  par  conséquent 


y  cos  nz  = 
aurons  alors 

=  -^71  +  ^-*''^ 

"/2 

+  2«- 

-2n2/cOS 

27102 

=  2 

íous 

lim  K    cos  nz  = 

n=oo 

-^  lim  l  /    cos  1 

n  arcos  —  1 

li 

H  = 

=  oc 

(.)     = 

^\ 

oú  Y  c*est  le  coeflScient  du  terme  imaginaire  de  Texpression 


z        1,2+  v/z^-r» 
are  cos  —  =  -r  los: '^ 


arg ' í  log 


e'est-a-dire 


^0  ''o 


Y  =  log  ■ 

'o 


et 


li'"'/k«(2)| 


+  /z-^-/V- 


2 
Pour  connaitre  la  nature  des  courbes 


lim  í/|  o'„(z)|  =  const., 

le  cas  se  rend   fácil ment  possible,   en  considérant  la  représcn- 
tation  uniforme  définie  par  la  fonction 

dont  rinvcrse: 


-t(^-+^) 


fait  correspondre  aux  circonférences  du  plan  W  avec  le  oenlre 
(laiis  Torigiue,  des  ellipses  placées  tiaus  le  plan  z  et  avanl  les 
foyers  aux  points  dl'o' 

Pavie,  13  de  Janvier,  1913. 


SUR  UliE  LOI  DE  FORCE  CENTRALE, 


PAR 


M.  Emile  Turriére, 

à  Poitiers. 


.Te  me  ])ro|)ose  de  déterniiner  une  ooui-be  plane  par  la  con- 
(lition  niécanique  suivante  :  cetie  eonrbe  (O)  et  son  inversa  (CJ), 
par  lapporl  ;»  un  pòle  Honné  O,  doivent  ètre  les  irajectoires  d'un 
point  nialériel  lihre,  uni(jnenient  souinis  ;i  Taclion  de  deux 
forces  centrales,  émananl  du  niènje  pòle  O,  fonilions  des  dis- 
tances  /•  el  /'  au  pòle,  et  inverses  l'iine  de  Taulre:  c'est-a  diie 
telles  que  leur  produit  soit  constam,  en  tenant  coni])te  de  la 
relalion  d'inversion  r,r'  =  const. 

L'expression  de  chacune  de  ces  deux  O.rces,  inverses  Pune 
de  Tautre,  est  inconnue  et  ii  délerniiner. 

I.  Pour  ne  pas  détruire  la  symétrie  qui  existe,  d'après  ce 
qui  precede,  entre  les  deux  courbes,  je  poserai : 

(1)  r  =  e^,     r'  =  e'^; 

)•  et  ;'  soni  les  rayons  vecteurs  des  deux  courbes  (C)  et  (C), 
correspondants  au  niénie  aziniut  6^  entre  ces  deux  rayons  ve- 
cteurs, existe  la  relation 

(2)  rr'=^\, 

qui  exprime  (jue  les  deux  courbes  sotiI  inverses  par  rapporl  au 
pòle;  B  est  une  fonction  de  l'a/iuuit,  incontuie  el  ({uú  s'agit 
précisément  de  déleiíuiner. 

Daprès  la  formule  de  Binet,  les  deux  forces  contrales  sont 
respectivenient  proportionnelles  à: 
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c'est-à-dire  encore  à 

en  vertu    de  la  relalion  (2)   qiii    lie  entre   eux   les  deux  ravons 
vecteurs  ;•  et  /', 

Les  deux  oourbes  étant  inverses,  à  un  are  de  l'une  qui  pré- 
senterait  sa  coneaviíé  par  rapport  au  pòle,  correspond  chez 
l'autre  ooui"be  un  are  présentant  sa  convexité.  Les  deux  forces 
centrales  correspondanles  sont  donc  certainement  opposées 
quant  à  leurs  direclions;  leur  produit  est  par  conséquent  tou- 
jours  négatif;  je  dois  ainsi  poser 

ilh\  í  .     iih' 


A  étant  une  constante  positive. 

Dans  ces  conditions,  Téquation  précédemnient  écrite  devient 
une  équation  diíTérentielIe  entre  la  fonction  9  et  l'azimut  6: 

(4)  (1 +e'2)2_e''2  4-A=:0; 

celte  équation  ne  contient  pas  expiicileinent  la  variable  6,  ni  ia 
fonction  9;  son  inlégration  est  inimédiate  et  donne: 


-h 


(5)  ^    vv  /    I 

J    \/{\  +2^)^+A 

dans  ces  formules  (5),  z  est  un  paraniètre  auxiliaire;  j'ai  nég^ligé 
les  deux  constantes  d'intégralion;   Pune  d'elles  correspond  à  la 
rolation  autour  du  pòle,  et  lautre  à  Thoniotliétie  par  rappoit  à 
ce  pòle. 
En  posant 

z  =  cotgV, 

les  exprcssions  du  rayon  vecteur  et  de  Taziniut  deviennent: 

(6)  /2sin-M  =  í  +  i/l  +  Asin^V;     6  =  -  Ç  "^^      — . 

J  \/\  +Asin^V 

Les  nièmes  calculs  auraient  pu  être  fails,  d'une  nianière  nioins 
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svniétrique  et  moins  elegante,  il  est  vrai,  en  prcnaiit  pour  iii- 
conmie  la  fonclion  r  de  6,  caraetéi'istique  de  Tiiiie  dcs  dcux 
courbes.  L'équalion  conduit  aloi's  à  une  équalion  dillérenlielle : 

C')    ('■+^^)(^'+^-^--:^)+-— 

dans  cette  équation  difíérentielle  du  second  ordre,  la  variable  d 
ne  figure  pas  sous  forme  explicite;  on  pose  donc: 


dr 

^-./e 

duy 

ar 

elle  devicnt  : 

rii^  (  -7^  )    -  2^3  "  •:  _  2,  íí2  _  ( A  +  1 )  ;3  ==  O  ; 


celte  dernière  équalion  difíérentielle  du  preniier  ordre,  entre  r 
et  u,  étant  honiogène,  la  transformalion 

u~z.r^ 

permet  ^le  séparer  les  varia bles  et  Ton  est  ainsi  ainené  aux 
équations  (5). 

11.   Des  calculs  qui  précédent,  il  resulte  que  la  force  cenlrale 
qui  fait  décrire  la  courbe  (C)  à  un  point  jnalériel  libre,  a  pt)ur 

expression:  -^,  \\  un  facteur  prés  constant;  de  nième,  la  force 

centjale  associée  à  Tautre  courbe  (C)  est  pioportionnelle  it  -^y. 

Le  produit  de  ces  forces  est  bien  constant,  en  vertu  de  la  rela- 
tion  (2).  Réciproquenient,  la  Irajecloire  la  plus  générale  (Kun 
point  njatériel  souniis  à  une  force  centi-ale  proporlionnelle  \\  la 
cinquiènie  puissance  de  1'inverse  du  rayon  vecleur  est  déler- 
ininéc  pai'  Téquation  diíféreiuielle  suivante  : 


li     "'^    /'i\  _  ^*^ 


r  "^  í/6-'   \rl         7-3 


K  élant  une  constante.  Cette  équalion  n'est  pas  idenlitpic  a 
l'é(piaiion  difíérentielle  (7)*,  son  inlégralion  conduit  ii  Texpres- 
sion  suivante  de  6,  en  fonction  du  rayon  vecleur 


^^^  ^     j  v/Br*-r 
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en  négligeant  une  consranre  addltive,  qni  corrrspond  ;i  la  ro- 
tatioii  infinitésimale  aiitour  dii  pòle,  el  en  designam  par  B  une 
constante  arbilraire. 

Cette  trajecloire  générale  dun  point  nialériel  libre,  souniis  à 
une  íbrce  centrale  inveisement  proportionnelle  à  la  cinquième 
puissance  du  rayon  vecleur  satisfait  bien  à  Ia  condilion  (7), 
pour  un  cboix  convenable  des  constantes  A,  B,  K;  ces  trois 
constantes  doivent  étre  leliées  entre  elles  par  la  relation 

A  +  B.K  =  0, 

puisque,  pour  une  courbe  d'équalion  (8),  on  a: 

^  db'^       '"'   '       r^  dO'^  \r)~   r3   ' 


Par  suite,  la  propriété  indiquée  est  caractéristique  des  tia- 
jectoires  pour  les  lois  de  forces  centrales  inversement  propor- 
tionnelles  à  la  cinquième  puissance  du  rayon  vecteur.  Cest  là 
une  curieuse  propriété  de  celte  loi  de  force  centrale,  remar- 
quable,  puisque,  d'après  Maxwell,  les  atonies  de  gaz  se  repous- 
sent  en  raison  inverse  de  la  cinquième  puissance  de  la  distance. 

Le  cas  des  trajectoircs  (8)  particulières,  et  pour  lesquelles  la 
constante  B  est  nulle,  est  bien  connu  :  les  trajectoires  sont  alors 
des  circonférences  passam  par  le  pòle,  et  représentées  par 
Téqualion  suivante: 

r  =  k  .  cos  (6  —  6q). 

I.a  courbe  inverse    est  alors  une  droite;    les  deux    forces  cen- 
trales correspondanies  onl  leur  produit  constamment  nul. 

IH. — Les  courbes  (C)  et  (C)  précédcmment  déíinies  sont 
des  courbes  transcendantes,  donl  Téquation  générale  dépend 
des  fonclions  ellipiiques;  le  cas  pour  lequel  la  constante  A  est 
égale  à  I,  est  particulièrement  inléressant,  puisque.  dans  ce  cas, 
la  quadralure  qui  exprime  Tazimut  cesse  crètre  elliptique. 

Pour  A  =  —  1,  en  efíet,  Tintégration  indiquée  donnc: 

6=        '^' 


d'oíi : 
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Texpression  du  rayon  veoteur  r  est  crautre  part,  dans  ce  méme 
cas: 

r  =  colh  —^  6 ; 

de  sorte  que  réquation  fiiiic  de  Ia  coiirbe  (C)  et  celle  de  son 
inverse  (C)  sont: 

r  =  c<)lh--^r—  O, 

ees  courbes  particulières  appailiennenl  h  une  classe  de  courbes 
panalgébriques  dont  Téqualiou  g;énérale  est 

(9)  ;=thwe, 
ou,  pour  les  courbes  inverses, 

(10)  r  =  ctbm0-, 

ces  courbes  sont  donc  les  analogues  des  nceuds:  {^)  léquation 
des  noeuds  est  en  effet 

(11)  r~tang7«6, 
ou 

(12)  7-=cotgw6; 

ou  oblient  Téqualion  (9)  en  rcnqilaçant,  dans  Téqualion  ( 1  1 ), 
m  par  mi  et  r  par  n'\  {\e  inènie,  léqiiation  (10)  se  déduit  de 
léqualion  (12),  par  Ia  subsliiulion  de  tni  à  m  et  de  — rz  a  r. 
L'équation  (11)  represente  des  courbes  algébiiípies,  lorsque  le 
paraniètre  m  qu'elle  conticnt  prend  des  valeurs  ralionnelles ; 
lorsque  ce  paraniètre  m  est  irrationnel  et  réel,  les  courbes  cor- 
respondanles  sont  toutes  transcendantes-,    lorsque  m   lend  vers 


I 


M 


(1)    Gomes    Tkixeira,    Traité  des  courbes  spécinlps  remarquables,   t.   id 
pp.  240-244. 

G.  LoRiA,  Spezielle  ebene  Kurven,  t.  i,  pp.  lOS  et  199. 
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zero  enfin,  la  famille  de  noeuds  qui  est  représentée  par  réquation 

1 

r  =  —  tanfirmo, 
m 

admet  une  courbe  limite,  la  spirale  d'ARCHiMÈDE:  cetle  équation 
i'eprésenle  ainsi  une  famille  de  courbes  interscemlanles^  parti- 
cnlièfes,  au  sens  que  j'ai  récemment  adopte,  dans  un  arliele 
piiblié  dans  V Enseignement  Malhémalique  de  Mai  1912.  Siiivant 
les  conseils  de  M.  Gomes  Teixeira,  j'ai  depuis  f)bservé  que,  dans 
bien  des  cas,  il  y  a  intéièt  ;i  étendre  la  notion  d'interscendance 
leibni/ienne  aux  valeurs  complexes  du  paramètre  m;  les  courbes 
transcendantes,  qui  correspondent  ainsi  à  des  valeurs  imagi- 
naires  du  paramètre  figurant  dans  Téquation  générale  d'une 
famille  de  courbes  interscendantes,  sonl  parfois  des  plus  re- 
marquables.  Nous  soiumes  donc  actuellement  en  présence  d'une 
famille  de  courbes  interscendantes,  comprenant  comme  courbes 
parliculières  les  na;uds  et  les  courbes  (9);  la  spirale  d'ARCHiMÈDE 
est  la  courbe  limite  de  cette  famille  de  courbes,  lorsque  le  pa- 
ramètre m  tend  vers  zero  en  prenant  des  valeurs  absolument 
quelconques. 

II  en  est  de  mème  pour  les  courbes  représentées  par  les 
équations  (10)  et  (12)-,  c'est  une  nouvelle  famille  de  courbes 
interscendantes  générales,  pour  laquelle  la  courbe  limite  est 
une  spirale  hyperbolique,  à  condition  de  considérer  Téquation: 

r  =  m  cotgT»©. 

Tandis  que  les  noeuds  et  leurs  inverses,  c'est-à-dire  les  cour- 
bes (M)  et  (12),  sont  identiques,  il  n'en  est  point  de  mème  des 
courbes  (9)  et  (10);  celles-ci  sont  essentiellement  diííérentes 
comme  formes,  puisque  les  courbes  (9)  st)nt  entièremcnt  siluées 
dans  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  I,  alors  que  les  cour- 
bes (10)  sont  touj()ui's  exlérieures  à  ce  mème  cercle;  en  oulre, 
tatuais  que  les  i.onids  ou  leui-s  inverses  sont  algébriques  ou 
transcendantes,  suivant  que  le  paramètre  vi  est  rationnel  ou  irra- 
tionnel,  les  courbes  (9)  et  (10)  sont,  dans  lous  les  cas,  des 
courbes  transcendantes  et  panalgèbriques :  aucune  distinclion 
xxcil  donc  íi  faire  pour  ces  courbes,  sous  le  point  íle  vue  de 
leur  transcendance. 

S'il  existe,  ainsi  que  je  viens  de  l'indiquer,  quelques  diífé- 
rences  entre  les  noeuds  et  les  courbes  associèes  (9)  ou  (10),  de 
nombi'euses  analogies  rapprochent  au  contraire  ces  courbes  les 
unes  des  autres.  Je  vais  signaler  certaines  de  ces  analogies. 
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Le  calcul  de  l'angle  V,  que  íait  la  langeiítc  courante  avec  le 
i'ayt>u  vecteur,  conduit,  dans  le  cas  des  nceucls  (11)  co7tune  dans 
celui  d  es  courbes  (9),  a  une  même  relalion: 


(13)  tangV 


m{\  -7-2)' 


Celle-ci  est  suscej)lible  d'une  interprélalion  géométiicjue  simple. 
Supposons  qu'une  courbe  plane  (1^),  invariable  en  grandeur,  se 
meuve  en  son  plan,  tout  en  resiant  tangente  a  une  droite  fixe, 
qui  será  Taxe  Òíc,  pour  fixer  les  idées;  quanl  au  niouvenient, 
ií  pourra  étre  un  roulenient,  par  exemple,  de  la  courbe  (F)  sur 
la  base  Oa?.  Dans  ce  déplacement,  la  courbe  (F)  entraine  un 
pòle  to  qui  lui  est  invai'iablement  lié;  soient  r  et  V  les  élénients 
de  la  courbe  (F),  lorsqii*on  la  rapporte  à  ce  pòle;  ils  sont  reliés 
par  une  équation 

/•(r,  Y)=.0, 

qui,  en  un  certain  sens,  est  caractéristique  de  la  courbe  (F),  à 
Torientalion  prés  de  cette  courbe  aulour  du  pòle. 

Pour  cliacune  des  posilions  que  prcnd  le  profil  (F),  dans  son 
déplacement  précédemnient  déHiii,  on  niène  pai*  Forigine  fixe  O 
des  coordounées  le  rayon  vecteur  cquipollcnt  au  rayon  (juijoiíit 
au  pòle  mobile  oj  le  point  de  contact  de  ( F)  et  de  la  base  Oa:: 
les  coordonnées  polaires  de  Textrémité  de  ce  vecteur  sont  pré- 
cisément  r  et  V;  de  sorte  que  le  lieu  de  ces  extrémités  est  la 
courbe  d'équation  polaire: 

/-(/-,  V)  =  0. 

Si  Ton  suppose,  en  particulier,  que  le  déplacement  envisagé 
est  un  roulenient  du  profil  (F)  sur  la  base  rectiligne  Oa;,  le  lieu 
précédent  est  une  sorte  de  courbe  bodographe  représentant  les 
segments  de  normales  de  la  roulette  décrite  par  le  pòle  mo- 
bile 03,  ces  segments  étant  limites  au  point  d'incidence  sur  la 
roulette  et  à  ta  trace  de  la  noiínale  sur  la  base  Oa:;;  la  courbe 
t)btenue  joue  donc,  par  rappoi  t  aux  segments  de  normales,  le; 
)'òle  de  la  radiale  de  Tíícker  pour  les  rayons  de  courbure.  Cest 
ainsi  que,  lorsque  la  courbe  (F)  est  une  spirale  sinusóide,  la 
roulette  étant  alors  utte  courbe  de  Kibaucouk,  le  lieu  précédent 
est  une  courbe  multiplicalrice  de  C>i.airaiji.t,  bomothétique  h  la 
radiale  de  la  courbe  de  Ribaucour. 

Quittant  ces  généralités  et  revenant  aux  courbes  représentées 
par  les  étjuations  (9)  et  (10),  et  aux  divers  noiuds,  il  resulte  de 
1  équatioii  (13),  que  la  courbe  bodographe  considérée  est  alors 
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une  oourbe  algébiique,  dont  Téqualion   polaire  peut  ètre  inise 
sons  la  forme  suivanle 

.    ..  1    ,    cotanffô 

14  r +  • ^--=0; 

^      '  r  VI 

d'oíi  resulte  la  relation 

cos^ô 


,„.(,.. +__í) 


sin 


2ô' 


qui  coiKJuil  ininiédialement  à  Téqualion  cartésienne  de  la  mènie 
couibe: 

cette  courbe  algébrique  est  par  suite  une  sexlique. 

n'une  nianière  générale,  pour  les  courbes  représentées  par 
Téquation  (6),  la  courbe  bodograpbe  analogue  est  aussi  une 
courbe  algébrique ;  iéquation  polaij'e  de  cette  courbe  est: 


r2sin2e=  1  +  v/l  +Asin*e; 

cette  équalion  peut  élre  niise  sous  des  formes  diíTérentes  ;  le 
rayon  vecleur  r  peut  ètre  mis  sous  forme  de  somme  de  deux 
radicaux  caries;  on  peut  également  adopter  la  forme  suivante, 
qui  est  parliculièremment  propre  it  rélude  de  la  courbe 

sin-  u 


r'^-k  ' 


Pour  A=  I,  cette  é(juation  se  réduit  bien  h  celle  des  courbes 

(1)  pour  laquelle  wi^  =  — -. 

L'équation  qui  vient  d'étre  écrite  conduit  à  une  i"elalion  entre 
le  ravon  vecteui"  et  Tordonnée  de  1'hodographe  envisagé: 

en  d'autres   termes,   entre  le  rayon  vecteur  .»    et  la  distance  o) 
du  pòle  a  la  tangente  courante,  existe  la  relation 

r4-A' 
pour  une  couibe  (6)  quelconque. 


\n 


Une  relation  (Je  celte  natiire  enlre  le  ra\()n  vectciir  et  ia  (Íík- 
tance  ot  du  pòle  ;t  la  tangente  est,  en  plus  de  rinterprélation 
géoniétricjiie  (jiii  vient  d'èlre  indiqnée,  susceplible  d'une  inler- 
prélation  phvsique  particiilièrement  intéressanle. 

Lorsque,  en  eííet,  on  étudie  les  trajectoires  de  la  Ininière 
dans  un  milieu  ou  Tindice  en  cliaqne  point  est  une  íbnclion 
iinposée  7i  (x,  y,  z)  des  coordonnées  cai-tésiennes  a?,  y,  z  de  ee 
poitít,  c'est-;i-dire  l()rsqu'on  éciit  que  le  cheniin  optique 


/: 


B 

n  .  ds, 

A 


entre  deux  points  cjuelconques  A  et  li  est  niinimuni,  on  oblient 
une  congi-uence  de  courbes  généralenient  gaucbes,  Dans  le  cas 
particulier   oíl   I  Índice   ne  dépend    que    de   la  distante  r    à   un 

centre  fixe,  c'est-n-dire  est  une  íonction  de  V  a-"^ -f  ?/--(- 2^ , 
OssiAN  RoN\ET  a  démontré  que  les  trajectoires  de  la  luniière 
sont  des  courbes  planes.  Si,  inversenient,  on  se  propose  de  dé- 
terniiner  la  forme  (jue  doit  avoir  la  fonction  /i  (/j  pour  que, 
parnii  les  trajectoires  correspondantes,  se  trouve  une  courbe 
plane  iniposée  u  priori,  on  est  conduil  au  résultat  suivant:  l'in- 
dice  n  est  inversenient  proportionnel  h  la  distanee  w  du  pòle  a 
la  tangente  à  la  trajectoire  imposée.  Soit  oj  (?)  cette  distanee, 
e.xpriínée  en  fonction  du  rayon  vecteur  ?■;  on  posera  : 

K 

/i  =  — . 

Dans  le  cas  actuei,  on  devra  poser 


-V'-^- 


en  verlu   de   la  relation  simple  qui  a  été  établie  pour  les  cour- 
bes représentées  par  lequation  (6). 

IV.  Je  reviens  au\  analogies  entre  les  courbes  (9),  (10),  (I I) 
et  (12). 

Les  courbes  (11)  d'équation  polaire 

/=tang7«(6  —  60), 

ou  7/1  est  un  nonibre  fixé  et  60  un  paraniètre  variable,  ont  pour 
trajectoires    ortbogonales,    lorsque    le    paranièlre    60    varie,    les 
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c'()ui'bes  ti-aiíscenflantcs  représentées  [)ar  récjualion  suivante 

(15)  tnr^ -\- >■  {6 -Oi)- 7/1=^0. 

De  uíèiiie,  la  fainille  de  couibes  (9),  représenlée  par  léquatioii 

r  =  tangi»  7n  [6  —  6o), 

dans  laquelle  ?«  esl  un  nonibre  fixé,  landis  que  do  est  un  para- 
mètre  variable,  admet  pour  trajectoires  oiihogonales  les  couibes 
transcendantes  d'équalion 

(16)  mi'^  —  7{6  —  ei)  +  7n  =  0; 

ces  faniilles  de  Irajecloires  sont,  sous  un  cerlain  point  de  vue, 
assez  inléressantes ;  la  rourbe(l5)  est,  en  eíiel,  anallagnialique, 
rinversion  de  module  —  1  la  cbangeant  en  clle  mème;  toule 
courbe  (16).  de  mème,  est  une  anallagmatique  particulière, 
puisque  son  équation   peul  èlre  mise  sous  la  forme  suivante 

m  f /■  +  — )  =6  —  6i. 


('■+!)  =«-^ 


Je  signale  tout  parliculièrement  Tintérèl  de  ce  résultat  parce  que 
les  anallagniatiques  transcendantes  n'ont,  ;i  ma  connaissance  du 
moins,  donné  encore  lieu  h  aucun  travail;  il  est  cerlain  que  les 
courbes  ti-anscendantes  de  cette  nature  mériteiaienl  une  étude 
systématique  ('). 

Bien  d'autres  analogies  existent  entre  les  courbes  (9),  (10) 
et  les  noeuds;  il  est  aisé  de  les  trouver:  il  suffit  de  reprendre  les 
resultais  de  M.  Aubry  concernant  les  nceuds  et  de  les  étendre 
aux  courbes  ici  envisagées.  On  peut  ainsi  associer  a  toutes  ces 
courbes  de  nouvelles  courbes  présentaiít  encore  entre  elles  des 
analogies:  cest  ainsi  que  des  expressions  données  h  la  page  241 
du  t.  li  du  lyoilé  des  courbes  spéciales  de  M.  Gomes  Teixeira,  et 
qui  concernent  la  sous  normale  polaire  et  la  sous-tangente  po- 
laire 

sin-  ?«(/, 


m  cos^m 


'^-r 


(*)  A  ce  sujet,  il  convient  de  rappelei  que  Ia  question  a  dójà  été  posée, 
dans  V Ititermédiaire  des  Mathématiciens ,  sous  le  n."  3735,  en  liHO,  et  sous 
la  forme  suivante:  «Les  anallaginatiqncs  transcendantts  ont-elles  fait 
Fobjet  de  travaux  paiticulicrs?». 
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il  resulte  (jue  les  lieux  des  exlréniités  de  ces  lignes  sont  res- 
pectivenient  pour  un  iKjeud,   les  courbes 

1 


ces  courbes  se  ratlachent  aux  rosaces  par  la  transforma tioii 
conchoidale,  suivie  ou  non  dune  inversion;  on  peut  aussi  les 
déduire  du  campyle  et  de  son  inverse  par  ductévolution. 

Pour  les  courbes  (!J)  et  (10),  de  mèine,  les  lieux  des  exlré- 
niités des  sous- tangente  et  sous-norniale  polaires  sont  des 
courbes  d'équations 

r  =  sh^  m^,     r  =  ch'^  mb,     r  =  -r^ — - ,     r  =  -r-.— ^  \ 

elles  se  rattachent  à  la  spirale  de  Poinsot,  a  Taide  de  transfor- 
ma tions  des  plus  simples. 

V.  Les  courbes  (9)  et  (10),  analogues  des  noeuds,  ne  sem- 
blent  pas  avoir  été  Tobjet  de  recbei'ches  générales.  Des  cas  par- 
ticuliers  en  ont  pourlant  été  déjà  consideres:  c'est  ainsi  que  le 
cas  parliculier  le  plus  simple,  celui  de  la  courbe  d'équation 

;■  =  cotli  6, 

couibe  qui  est  Tanalogue  du  Capjja,  fut  Tobjet  d'une  question 
posée  dans  la  Revue  de  Mal/unuiliques  Spiciales  (sous  le  n."  1718), 
par  M.  J.  Haag. 

On  rencontre  également,  dans  des  ouvrages  d'enseigncment, 
des  exercices  sur  les  courbes  d'equalions: 

/•  =  tgh  Ô, 


La  courbe  ici  rencontrée  et  qui  correspond  a  la  valeur  par- 

ticulière  — =  du  paiamètre  m  est  assurément  la  plus  importante 

v/2 
de  la  famille:    non  seulemenl,    en  eífct,    elle  est  la  seule  pour 
laquelle  la  loi  de  force  centrale  se  réduit  à  une  puissance  inverse 
du  rayon  vecteur,  mais  encore  elle  se  presente  tout  naturelle- 
mcnt  dans  la  discussion  de  la  courbe  représentée  par  Téquation 
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(9)  ou  (10),  lorsque  Ton  se  propose  de  conslruire  eíTectiveinenl 
les  diverses  courbes  représentées  par  tes  équations:  la  dis- 
cussion  des  points  d'inflexi()n,  de  la  positioa  de  la  cnuibe  par 
rapport  à  rasympiolc  inelteni  colle  coiirbe  parliculière  en  évi- 
dence. 


Poitiers,  le  IG  Avril  1913. 
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SUR  LES  BIQUADRATIQUES  GAÚCHES 
DE  PREMIÈRE  ESPÈCE 


PAR 


C.  Servais 

Professeur  à  rUniversité  de  Gand 


§1 

Projectivités  qui  conservent  ces  courbesC) 

1.  NoTAiioNS. — -  Les  suiTaces  du  second  degré  circonscrites  h 
une  biquadratique  gaúche  de  première  espèce  (C4)  sont  conju- 
giiées  à  un  télraèdre  ABCD  forme  par  les  sonimets  des  rònes 
(A),  (B),  (C),  (D)  perspeclifs  à  la  courbe.  Les  couples  d'arètes 
opposées  sont  les  axes  de  trois  systèmes  involutifs  gaúches: 

(AB,  CD),     (AC,  DB),     (AD,  BC) 

qui  conservent  Ia  biquadratique.  Deux  points  de  cette  courbe 
sont  correspondants  du  premier,  du  second,  ou  du  troisièuie 
genre,  s'ils  sont  homologues  dans  le  premier,  le  second,  ou  le 
troisième  système  involutif  gaúche.  Un  quadruple  (Xi,  X2,  X3,  X4) 


(')  A  Harnack,  Ueber  die  Darstellung  der  Raumhurve  vierier  Ordnung 
crster  Specics  und  ihres  Sekantensystems  durch  doppelt  periodische  Funcíio- 
ncn  [Math.  Annalen,  Bd.  12.  S.  81). 

E.  Lange,  Die  16  Wendeheruhrungspvnlde  der  Raumhurve  vierter  Ord- 
nung erster  Species  {SchlumilcWs  Zeitschrift,  lahrg.  28. 

H.  ScHROETEií,  Ueber  Cyklisch-projective  Pnukfquadrupel  in  zwei  collinea- 
rm  Baumen  {Math  Annalen.  Bd.  20,  J.  243). 

A.  Amesedkr,  Uber  configurationeii  auf  der  Ttaumcnrve  vierter  Ordnung., 
erster  Species  {Sitzungsbericht  der  Wiener  Alademie  der  Wissenschaften. 
Bd.  87.  S.  1221. 

ScHUR,  Math.  Aiinalen.  Bd.  20.  S.  262. 
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de  la  couibe  (C4)  donne  les  couples  de  points  correspondanls: 

(X,X-2,  X3XO     (XiX3,  X-2XO     (XiXí,  X.2X3) 

respectiveinent  dii  preniier,  du  second,  du  Iroisième  genre  (^). 
Cliaque  soniinet  A  el  la   face  opposée  a  =  BCD  du  téliaèdre 
ABCD  sont  le  centre  et  le  plaii  d'une  homologie  hannonique 
(A,  a).  Les  liomologies  harnioniques 

(A,  a),     (B,  p),     (C,  7)     (D,  ^.)  . 

conservent  Ia  biquadralique  et  font  correspondre  au  point  X| 
respectiveinent  les  points  X'i,  X'2,  X'3,  X'4  donnant  les  couples 
de  points  correspondants  (X'iX'2,  X'3X'4)  du  premier  genre; 
(X'iX'3,  X  2X'4)  du  second  genre;  (X'iX'4,  X'"iX'3)  du  troisiènie 
genre.  Les  deux  quadruples  coniplénientaires  (Xi,  X-2,  X3,  X4) 
et  (SJi,  X'2,  X'3,  X'4)  donnent  les  groupes  perspectifs: 

X1X.2X3X4       X'iX'-2X'3X'4  A 

X1X2X3X4       X'2X'iX'4X  3  B 

X1X2X3X4       X'3X'4X'lX'2  G 

XiXiXsXí     X'4X'3X'2X'i       D 

en  regard  desquels  se  trouvent  les  centres  de  perspectivité. 

Les  seize  points  stalionnaires  de  la  courbe  íorment  les  qua- 
druples (Al,  A2,  A3,  A4),  (Bi,  B2,  B3,  B4),  (Cl,  C2,  C3,  C4), 
(Dl,  D2,  D3,  D4)  repartis  respectivement  dans  les  faces  a,  p,  y,  (i 
du  tétraèdre  ABCD. 

2.   Soient: 

A'=(BD,C,C3),  A'=(BD,C2C4),  C'=^BD,A,A3),  C"=(BD,A2A4) 
B'=(AC,D,D3),  B"=(AC,D2D4),  D'=(AC,BiB3),  D '=(AC,B2B4). 

On  sait  que  sur  les  cones  (A)  et  (B),  les  rapports  anharmoni- 
ques  des  génératrices  A(AiA2A3Â;),  B(BiB2B3B4)  tangentes  à  la 
biquadrati(jue  sont  égaux.  Ces  cones  sont  coupés  par  les  plans  a, 
P  respectivement  suivarit  les  coniques  (a)  =  (AiA2A3A4Â'A") 
et  (p)  =  (BiB2B3B4B'B'')  et  sur  ces  courbes  les  rapports  anbar- 


(')  Laguekrk.  [Journal  de  Liouville.  2.  S.,  t.  xv,  p.  193). 
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moniques  (AiAaAsA^)  et  (BiB2B3B4)  sont  égaux.  On  peut  rap- 
porler  projectivemenl  el  d'une  seule  manière  les  syslènies  plans 
(a),  (P)  de  telle  sorte  que  les  points  Ai,  A-2,  A3,  A4,  chi  preniier 
soient  respectivement  les  homologues  des  points  B2,  Bi,  Bi,  B3 
du  second.  Dans  cette  projectivité  les  couples  de  points  B  et  A, 
D  et  C,  C  el  D",  C"  et  D'  sont  correspondants.  L'égalité  des 
rappoits  anhannoniques  (AiA-2A'jA4)  et  (B^BiBiBa)  niontre  que 
les  coni({ues  (a)  et  (p)  sont  liomologues  et  par  suile  que  les 
points  A',  A'  du  systènie  plan  a  correspondent  aux  points  B', 
B"  du  systènie  plan  pi.  On  supposera  pour  fixer  les  idées  que 
les  points  A'  et  B'  sont  homologues  ainsi  que  les  points  A" 
et  B";  ainsi  on  a: 

(BDA'A''C'C:'j  7\  (ACB'B"D"D'). 

CoROLLAiRE.  Lc  Tdpport  cinliarmonique  (A'A"C'C")  des  points  d'in- 
tersection  des  cones  (A)  et  (C)  pnr  la  droite  BD  est  égal  au  rapport 
anharmonique  (B'B"D''D')  des  points  d'inte)'seclion  des  cones  (B) 
et  (D)  par  la  droite  AC. 

3.  On  peut  rapporter  projectivement  et  d'une  seule  manière 
les  systèmes  plans  '(■  et  o  de  telle  sorte  quaux  points  Ci,  C2, 
C3,  C4  du  preniier  correspondent  respectivement  les  points 
Dl,  1)2,  D3,  D',  du  second;  dans  cette  projectivité  on  a: 

(BDA'A")Ã(ACB'B"). 
La  projectivité: 

(BDA'A"C'C")  7\  (A(:B'B"iy'D') 

établie  plus  haut,  niontre  que  dans  les  systèmes  plans  y  et  S 
les  points  C  et  D",  C"  et  D'  sont  correspondants  et  que  les 
espaces : 

(E)  =  (Ai,  A"2,  A3,  Ai,  Cl,  C2,  Cl!,  C',), 

(E,)  =  (B-2,  B,,  B4,  B3,  Dl,  Do,  D,,  D.) 
sont  projectifs. 

4.  On  designe  par  (E2),  (E3),  (E4)  les  homologues  de  Tespace 
(El)  dans  les  systèmes  involulils  gaúches  (AB,  CD),  (AC,  DB) 
(AD,  BC);  par  (E5),  (Er,),  (E7),  (Es)  les  ln>mologues  du  inème 
espace  (Ej)  dans  les  homologies  harmoni(|ues  (A,  a),  (B,  p), 
(C,  -f),  (D,  Ô).    L'espace  (E)  est  projeclif  h  chacun  des  espaces 
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(El),  (Eâ),  (E3),  (E4),_(E5),  (Ge),  (E-),  (Eg),  et  en  tenant  comple 
du  système  de  notations  (1)  on  peut  écrire  le  tableau  suivant: 

(Ej  =  (AiA2A3A4C|G2C3C07\(Ei)s(BiB,BiB3D,DáD,5Di) 
(E)  =  (AiÂ.AiiAiCiC.CaCOÃ  (E2)  =  (BiBâBgBiD.DiDa),!) 
(E)  =  (AiA^AijAiCiQCyC',)  X  (K3)  =  (B',B3B2B,D;;D;D,Di) 
(E)  =  (A1A-2A3A4C1G2C3C',)  7\  (El)  =  (B3B4B,B2DiD3D2l)i) 
(E)  =  (AiA2A3AiCiC2C3C0Ã(í^3)  =  (H1B2B3BJD1D3D2D,) 
(E)  ^  (A1A2  A3  A^CiCaCgC',)  Ã  (Ee)  ^  (B2BiBiB3r)3DiDiD2) 
(E)  =  (AiA2A3A.iC,C2C3Ct)  Ã  (E7)  =  (B3B4BiB2D2D,DiD3) 
(E)  =  (A1A2A3AÍCÍC2C3CÍ)  X(E8)  =  (BÍB3B2B1D1D2D3DO. 

La  biquadratique  (C5)  íí  correspo7i<I  a  el/.e  même  dans  les  huit 
projeclivités: 

(E)7\(E0,     (E)Ã(E-2),     (E)Ã(E3),     (E)Ã(E4) 
.,       (E)Ã(E5),     (E)Ã(E6).     (E)Ã(E7),     (E)Ã(E8). 

Le  genre  est  conserve;  c'est-à-diie  qu'à  deux  points  correspon- 
dants  du  premier,  du  second,  ou  du  troisième  genre  de  Tcs- 
pace  (E),  conespondent  dans  lespace  (Ej^)  deux  points  rorres- 
pondants  du  mème  geme.  Car  aux  systènies  involutifs  gaúches: 

(AB,  CD),     (AC,  BD),     (AD,  BC) 

de  Tespace  (E)  correspondam  les  mènies  systèmes  involutifs 
gaúches  dans  l'espace  (Ea). 

5.  Les  precedentes  projectivités  dans  Tespace  sont  les  seules 
qye  Ton  peut  déduire  des  projeclivités  possibles  dune  part 
entre  les  quadrangles  AÍA2A3A1  et  BiB2B3Bi,  d'autre  part  entre 
les  quadrangles  (^iC2C3C4  el  DjD2D3D;,  si  Ton  tient  comple 
que  les  rapports  anhariuoniques  des  groupes  correspondanls 
A1A2A3A4  et  B1H2B3BÍ,  C1C2C3C1  et  D|D2l)3Di  respeclivenient 
sur  les  coniqucs  (a),  (P),  (y),  (^)  doivenl  èlre  égaux  (2).  On  a 
associe,  en  eílet,  au  groupc  A[A2A3A',  toutes  les  permutalions 
projectives  du  groupe  B1B2B3B4,  par  exemple 

(AlA-2A3A4)7^(|}3B4B,B2) 
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ce  qui  exige  (*): 

(BDA'A"C'C ")  Ã  (ACB  "BDD") 

cette  dernière  projectivité  devant  exisler  pour  les  systèmes 
plans  '(  et  (i  aux  trois  points  collinéaires  Ci,  C;u  A'  doivent  cor- 
respondre  dans  une  ordre  convenable  les  trois  points  en  ligne 
droite  D-i,  D,,  B';  par  suite  i»  la  projectivité  choisie  entre  les 
svstèmes  plans  a  et  j^  il  faudra  associer  Tune  des  suivantes : 

(C,C.C;iC07\(DiD3DâDi) 
(CiC2ChCí)7\(D.DiD',D:0 

ce  qui  conduit  aux  espaces  projectifs: 

(E}Ã(EO^     (K)Ã(K7). 

6.  Une  quadrique  X  circonscrite  à  la  courbe  (C4)  coupe 
les  areies  AC,  BD  aux  points  XX',  YY'  et  est  déterminée  si  Ton 
donne  soit  le  couple  XX',  soit  le  couple  YY'.  II  en  resulte  que 
si  les  couples  XX',  YY'  sont  homologues  dans  la  projectivité 

(BDAA  "CC  '}  7\  (ACBB  "D  "D) 

la  surface  S  se  correspond  à  elle  mènie  dans  la  projectivité 
(E)7\(Ei)  et  réciproquement.  Si  la  quadrique  S  varie,  les  cou- 
ples XX',  YY'  décrivent  sur  AC,  BD  deux  involutions  projec- 
lives  : 

(AA,  CC,  BB",  D'D",  XX',  .   .)7\(A'A",  C'C",  BB,  DD,  YY,  ...) 

les  couples  homologues  indi(|ués  sont  determines  par  les  cones 
(A),  (li),  (Cj,  (D)  et  la  quadrique  H.  La  projectivité 

(BDA'A"C'C")  '/\  (ACB'B'  D''D) 

fait  correspondre  au  couple  YY'  et  à  Tiiivolution 

(A'Â",  CC",  BB,  DD,  YV,  . . .) 


(')  Linvolutiou  (AA,  CC)  donne : 

(ACB'B"D"D')  Ã  (ACB"B'D'D") 

et  de  la  projectivité : 

(ACB'B''D"D')  Ã  (BDA'A"C'C'0 
on  dcduit ; 

(BDA'A"C'C'0  /\  (ACB"B'D'D'). 
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de  la  première  ponctuelle,  le  couple  ZZ'  et  rinvolution 

(BB",  D"D',  AA,  CC,  ZZ',  . . .) 

de  la  seconde.  On  a  donc  : 

(AA,  CC  ,B'B  ",  DD",  XX',  ...)  7\  (B"B',  D"D',  AA,  CC,  ZZ', ...)  (1) 

Soient  Ui,  U,^  Ux-,  U;   les  conjugues   harmoniques   d'un   point 
quelconque  U  de  la  droite  AC,  relativement  aux  couples:  B'B", 
DD",  XX',  ZZ';  la  coincidence  des  points  Ug,  U;  entraine  Tiden- 
tité  des  couples  XX',  ZZ'. 
La  projeclivilé  (l)  donne: 

(ACUiUrfU,  . . .)  Ã  (UftUrfACU- . . .). 
On  designe  par  Uc,  U/  les  points  doubles  de  Tinvolulion 

(AUé,  CUrf,  U,Uz) 
par  EE',  FF'  ceux  des  involutions: 

(AC,  UU,),     (AC,  UU^) 

chacune  des  quadriques  (Hi),  (H'i)  circonscrites  à  la  biquadra- 
tique  (Ci)  et  déterminées  respectivement  par  les  couples  EE', 
FF',  ge  correspond  à  elle  mènic  dans  la  projectivité:  (E)/\(Ei). 
Le  détermination  des  couples  EE',  FF'  montre  que  ces  points 
ne  changent  pas  si  Ton  substitue  à  la  projectivité: 

(BDA'A"C'C'')  Ã  (ACBB  "D  "D') 
la  projectivité 

(BDA'A"C'C")  Ã  (ACB"B'D'D"). 

Par  suite  :   chacune  des  quadriques  (Hi),  (H'i)  se  correspond  a  elle 
même  dans  les  huit  projectivilés : 

(E)7\(E,)     iE.)Ã(E,),     (E)7\(E:0,     (E)Ã(E4) 
(E)Ã(E5)     (E)Ã(Kr.),     (E)Ã(E7),     (EjÃ(E8). 

Elles  jouissent  seules  de  celte  propriété  parmi  les  sur faces  du  second 
degré  circonscrites  a  la  biquadratique. 

7.   Soient  E",  E'",  F",  F"'  les  points  d'intersection  de  la  droite 
BD  avec  les  surfaces  (Hi),  (H'i).  Les  groupes  de  droites: 

EE",  E'E'",  EE'",  E'E",     FF",  F'F'",  FF'",  F'F" 
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soiil  situes  respectivement  sur  (Hj)  el  (H'i);  on  designe  par: 

(E1E2E3EO,     (E'iE'2E'3E'4),     (FiFiFsFi),     (FiFaFaF'/,) 

les  quadruples  de  [d,)  situes  respectivement  sur  les  couples  de 
génératrices :  1 

(EE",  E'E'"),     (EE'",  E'E")     (FF",  F'F"'),     (FF'",  F'F"). 
Dans  la  projectivité: 

(BDA'A"C'C")  7\  (ACB'B"D"D') 
qui  convient  aux  espaces  projeclifs: 

(E)Ã(Ei),     (E)Ã(E3),     (E)Ã(E6),     (E)Ã(E8) 

on  supposera  pour  fixer  les  idées  que  les  points  E",  E"',  F",  F'" 
de  la  première  ponctuelle,  correspondent  respectivement  aux 
points  E,  E',  F,  F'  de  la  seconde.  A  la  généralrice  E"E  de  la 
quadrique  (Hi)  et  de  Tespace  (E)  correspond  dans  chacun  des 
espaces  (Ei),  (E3),  (Ee),  (Es)  une  génératrice  de  la  mème  sur- 
face  (6)  issue  de  E.  Cette  génératrice  ne  peut  étre  que  la 
droite  EE",  ou  la  droite  EE"'.  Dans  la  première  hypotlièse  le 
couple  de  points  E|,  E3  de  Tespace  (E),  situe  sur  cette  droite 
EE"  a  pour  homologue  dans  Tautre  es^pace  le  mème  couple 
El,  E3  (4).  Les  points  Ei,  E3  sont  donc  des  éléments  doubles, 
ou  se  correspondent  doublement. 

Dans  la  seconde  hypotlièsc  les  droites  E"E=E|E3  et  EE'"=E'2E'', 
sont  homologues  et  les  couples  de  points  Ei,  E3  et  E'-2,  E'4  sont 
correspondants;  par  suite  on  a  les  points  homologues  Ei  et  E'2, 
E3  et  E'4  ou  El  el  E';,  E3  et  E'2.  Les  quatre  cas  enumeres,  seuls 
possibles  doivent  correspondre  aux  quatre  projectivités : 

(E)7\(E0,     (E)Ã(E3),     (E)Ã(E6),     (E)Ã(E8). 

L'une  d'elles,  par  exemple  (E)/\(E|)  a  donc  pour  éléments 
doubles  Ei,  E3 ;  elle  est  déterminée  pai'  les  cinq  couples  de 
points  correspondants : 

AB,     BA,     CD,     DC,     EiEi 

et  par  suite  elle  est  involutive.  Ainsi: 

Les  e.yjdces  (E)  ei  (Ei)  se  conespondenl  dans  un  syslème  involulif 
gaúche  donl  les  axes  sont  E1E2  cl  E3E4. 


153 


8.  Les  droites  FF''  =  F|F3,  F'F"'=F^Ff,  sont  des  directrices 
du  système  involutif  gaúche  (E1E2,  E3E4),  car  elles  joignent  les 
points  homologues  F  et  F",  F'  et  F'";  il  en  résiihe  que  les  points 
Fi  et  F3,  F2  et  F4  de  la  biquadralique  sont  correspondants  (4). 

Sur  les  droites  homologues  EE'"  =  E'áE'i,  E"E'  — E'iE'3  on  a 
les  points  correspondanis  E'-2E'i,  E'iE'3;  car  les  droites  E'iE'2, 
E'3E'i  coupent  les  axes  E1E-2,  E3E4  du  système  involutif. 

Enfin  sur  les  droites  homologues  F'F"  =  F'iF'3,  FF'"  =  F'2F'4 
on  a  les  points  correspondants  ¥'íF'í,  F'3F'2,  car  la  droite  F'iF'2 
qui  coupe  AB  et  CD  (1)  ne  peut  s'appuyer  sur  la  droite  E1E2 
qui  rencontre  ces  mêmes  droites.  Ainsi: 

hes  êléments  de  l' espace  (E) : 

A,B,C,D,    Ei,E,,E3,E4,   E'i,  E'2,  E'3,  E'„   Fi,  F,,  F3,  F4,   F„  F'„  F'3,  F'4 
conesponflent  respectivement  aux  êléments  de  V espace  (Ei): 
B,A,D,Ç,  Ei,E„E3,E4,  E',,  E'i,  E'4,  E'3,   F3,  F4,  Fj,  F2,   F',,  F'3,  F'2,  F'i. 

9.  Les^  espaces  (E.),  (E3),_(E0,  (E3),  (Er,),  (E7),  (Eg)  se  dédui- 
sent  de  Tespace  (Ei)  respectivement  par  les  sysièmes  involutifs 
gaúches : 

(AB,  CD),     (AC,  BD)     (AD,  BC) 

et  par  les  homologies  harmoniques  (4): 

(A,  a)     (B,  ,3),     (C,  y),     (D,  ^), 

On   déduit  de  Ta   le  tableau  suivant  de  points   correspondants 
pour  les  espaces  (E),  (Ei),  (E2),  (E3),  (E4),  (E^),  (Ec),  (E7),  (Es): 

E1E2E3E4  E'iE'2E'3E'4  F1F2F3F4  F',F'2F'3F'4  (E) 

E1E2E3EÍ  E'2E'|E'4E'3  F3F4F1F2  F'4F'3F'2F'i  (Ei) 

E2E1E4E3  E',E'2E'3E'4  FÍF3F2F1  F'3F'4F'iF'2  (E2) 

E3E4E1E2  E'jE'3E'2E'i  F,  F-2F3F4  F'2F'iF'4F'3  (E3) 

E4E3E2E1  E'3E'4E'iE'2  FoF,  F4F3  F'.iF'2F'3F'4  (E',) 

E',E'2E'3E'4  E2E,  E4E3  F'3F'4F',F'2  F4  F3  F2  Fi  (E5) 

E'2E',E'4E'3  E,  E2  E3  Ei  F'4F'3F'2F',  F3  F4  F,  F2  (Ee) 

E'3E'4E',E'2  E4E3E2Fi  F',F'2F'3F'4  F2  Fj  F4  F3  (E7) 

E'4E'3E'2E'i  E3  E4  E,  E2  F'2F',F'4F'3  Fi  F2  F3  F4  (Es) 

ce  tableau  montre  que: 

Les  espaces  (E)  et  (Ei),  (E)  el  (E2),  (E)  et  (E3),  (E)  et  (E-,)  sont 
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homologues  dans  les  syslhnes  involulifs  gaúches: 

(E,E2,  E3E4),     (E'iE'2,  E'3E'4)     (F1F2,  F3F4),     (F'iF'2,  F'3F'4) 

car  les  poinls  A  et  R,  C  et  D  élant  correspondants  dans  ces 
espaces,  les  axes  des  sysièmes  involutifs  gaúches  doivent  s'ap- 
puyer  sur  AB  et  CD. 

10.  Dans  les  espaces  irivoliiiifs  (E)  cl  (Ei)  aux  poinls  d'an 
quadruple  Xi,  X2,  X3,  X4  correspondent  respeclivemenl  les 
points  Y'i,  Y'sj,  Y'3,  \\  d'un  quadruple;  car  le  genre  est  con- 
serve (4).  A  la  droite  AXjX^  (I)  de  Tespace  (E)  correspond  la 
dioile  BY'jY2  de  Tespace  (Ei);  par  suite  aux  points  du  qua- 
druple (X'iX'2X'3X'4)  et  de  l'espace  (E)  correspondent  dans 
Tespace  (Ej)  les  points  du  quadruple  (YiY2Y3Y4)  dans  lordre 
Y2,  Yi,  Y4,  Y3.  De  ces  éléments  homologues  des  espaces  (E) 
et  (E|),  on  déduit  par  le  procede  du  numero  (9)  le  tahieau  sui- 
vanl  de  points  correspondants  pour  les  espaces  (E),  (Ei),  (E2), 
(E3),  (E4),  (Es),  (Ee),  (E7),  (Es) 

XlX2X3X4      Y'iY'2Y'3Y'4       X'iX'2X'3X'4      Y,  Y2Y3Y4       (E) 
Y',  Y'2Y'3Y'4     X,  X,  X3  Xí      Y2  Y,i  Y4  Y3      X'2X',X'4X'3     (E,) 

Y'2 Y',  Y  4Y'3       X2  Xi  X;  X3        Yi  Y2  Y3  Y4        X'iX'2X'3X'4       (E2) 

Y'3Y'4Y',Y',     Xa  X4  X,  X.      Y4  Y3  Y2  Yi      X'4X'3X'2X'i     (E3) 

Y'4Y'3V'2Y'l       X4  X3  X2  Xi        Y3   Y4  Yi  Y2        X'3X'4X'iX'2       (E4) 

YiYâYsYi      X'iX'2X'3X-4     Y'2Y'iY'4Y'3     X2  Xi  X4  X3      (E5) 
Y2  Yi  Y4  Y3      X'2X'iX'4X'3     Y'i  Y'2  Y'3  Y'4     Xi  X2  X3  X4     (Ee^ 

Y3Y4Y1Y2        X'3X'4X'iX'2       Y'4Y'3Y'2Y',i       X4X3X2X1       (E7) 

Y4Y3Y.Y,      X'4X'3X'2X'.i     Y'3  Y'4  Yi  Y'2     X3X4X1X2     (Es). 

(^e  tableau  nionlre  qu'aux  éléments  X|,  Yi,  X2,  Ya  de  Tespace 
(E)  correspondem  respeclivemenl  les  éléments  Y|,  X2,  Y?,  Xi 
de  Tespace  (E5J.  Le  point  Xi  élant  quelconque  sur  la  biqua- 
dralique  il  existe  entre  les  espaces  (E)  et  (E5)  une  projeclivité 
cyclique  du  quatrième  ordre. 
Les  piojectivilís: 

(E)Ã(E5),     (E)Ã(E6),     (E)A(E7),     (E)Ã(E8) 
sonl   (les  projeclivilés   cycliques   du  qualrihne   ordre.    Les   groupes 
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cyclo  projectifs  tssus  du  poinl  Xj,   relalifs  a  ces  projeclivités  sont 
respectivement : 

(X1Y1X2Y2),     (X.YaXâYO,     (X.Y.sXâYO,     (XiY.X.Ys). 

11.  On  designe  par  P,  R  les  points  oCi  la  droile  E1E2  coupe 
respectivement  les  arètes  AB,  Cl)  du  tétraèdre  ABCD;  par  Q 
el  S  les  points  analogues  poiír  la  droite  E3E1;  par  K  un  point 
double  quelconque  des  espaces  projectifs  (E)  et  (E5);  par  K' 
son  homologue  dans  les  espaces  involutifs  (E)  et  (Ei).  Les 
points  K  et  K'  se  correspondent  dans  1'homologie  harmonique 
(A,  a)  (4).  Dans  Ihypothèse  des  points  K  et  K'  distincts,  la 
droite  AKK'  sappuie  sur  les  axes  du  système  involulif  gaúche 
(E1E2,  EsEi)  et  est  identique  a  AB.  Le  point  P  est  un  élément 
double  des  espaces  involutifs  (E)  et  Ei);  le  point  Q  est  son 
homologue  dans  1'honiologie  harmonique  (A,  a)  et  les  points 
1\  Q  sont  correspondants  dans  la  projeclivité :  (E)7\(E5).  Dans 
cette  projectivité  les  ponctucUes  homologues  (ABP...),  (BAQ.,.) 
sont  involutives  el  le  point  K  considere  doit  ètre  Tun  des  points 
doubles  Pi,  Qi,  de  Tinvolution  (AB,  PQ). 

L'hypothèse  de  la  coincidence  des  points  K,  K'  exige  que  le 
point  K  soit  dans  le  plan  a  et  sur  Tun  des  axes  du  système  involutif 
gaúche  (E1E2,  E3E;).  Ce  poinl  K  est  donc  Tun  des  points  B,  S. 

Les  points  Pi,  Qi,  B,  S  sont  également  les  points  doubles 
de  la  projectivité:  (E)7\(E6).  On  remplace  dans  la  détermina- 
tion  du  poinl  double  K,  Thomologie  harmonique  (A,  a),  par 
riiomologie  harmonique  (B,  p)  (4). 

De  mème  les  projeclivités:  (E)/\(E7),  (E)7\(E8)  ont  pour 
éléments  doubles  les  points  P,  Q  et  les  points  doubles  Bi,  Si 
de  1'involulion  (CD,  BS). 

12.  Dans  la  détermination  des  points  doubles  des  espaces 
projectifs  (E)  et  (E5),  on  aurait  pu  uliliser  les  espaces  involutifs 
(E)  et  (E3)  et  rhomologie  harmonique  (D,  ?«);  il  en  resulte  que 
les  droites  FiFa  el  FiíF^  doivenl  déterminer  sur  AB  les  points 
Pi,  Qi  et  sur  CD  les  points  Bi,  Si.  Par  suite: 

Les  hymrboloides  (Hi),  (H'i)  renconttenl  les  arètes  AB,  CD  en 
des  couples  de  poinls  PQ,  PiQi,  HS,  KiSi.  Les  poinl s  Pj,  Qi,  B,  S 
sont  les  points  doubles  des  projeclivités  cycliques  du  quatrihne  ordre  : 

(E)Ã(E5),     (E)Ã(E6). 

Les  points  P,  Q,  Bi,  Si,  sont  les  points  doubles  des  projeclivités 
cijcliques  du  qualrirwe  ordre: 

(E)Ã(E7)     (E)7\(E8). 
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13.  Les  cones  (C)  et  (D)  coupent  la  droite  AB  aux  points 
Ml  Má,  INtN-2  et  les  points  doubles  de  rinvolulion  (MiIM-i,  N1N2) 
sont  A,  B.  Au  cone  (C)  correspond  dans  la  projectivité  (E)7\(E5) 
le  cone  (D);  par  suite  1 'homologue  du  point  Mi  será  Tun  des 
points  N|,  Ná  par  exemple  Ni  et  celui  du  point  M-2  será  N2.  Les 
points  doubles  de  Tinvolution  (MiNi,  M-2N-2)  sont  Pj ,  Qi  (12). 
De  mènie  ceux  de  linvolution  (MiN^,  MaNi)  sont  P,  Q,    Ainsi : 

Les  cones  (C),  (D)  perspeclifs  à  la  hiquadralique  dilerminent  sur 
Vartte  AB  du  tétraèdie  conjugue  ABCD  les  deux  couples  de  points 
M1M2,  I\jN2  leis  que  les  cléments  doubles  des  involutions 

(MiNi,  M2N2)     (MiNâ,  M^Ni) 

sont  respectivement  les  points  PiQi,  PQ  situes  sur  les  hyperboloides 
(H'i),  (Hl). 

On  peut  dire  aussi  que  les  six  points  (AB,  PQ,  PjQt)  cons- 
tituent  le  covariant  sextique  du  quaterne  (M1M2N1N2). 

14.  Les  plans  polaires  du  point  Pi  par  rapport  aux  quadri- 
ques  (A),  (B),  (Hi),  (iLi)  rencontrent  la  droite  AB  aux  points 
A,  B,  Qi,  Pi  (11,   12)",  mais  on  a: 

(ABP,Q,)  =  -1 

par  suite  le  rapport  anharmonique  des  quadriques  (A),  (B), 
(Hl),  (H'i)  est  égal  à  —  1.  11  en  est  de  méme  de  celui  des  sur- 
laces  (C),  (D),  (Hi),  (H'i)  et  les  quadriques  (Hi),  (H'i)  consti- 
tuent  un  íacteur  quadratique  du  covariant  sextique  des  quatrc 
cones  (A),  (B),  (C),  (D)  perspectifs  h  la  biquadratique.  Les  sur- 
faces  (H|),  (H'i)  sont  deux  hyperboloides  de  Voss  (^). 

15.  Les  droites  XiY'i,  X^Va,  X^Va,  XtY'4,  X'iY2,  X'2Yi, 
X'nY',,  X'4Y3  joignant  les  points  homologues  des  espaces  invo- 
lutifs  (E)  et  (E|)  (10)  rencontrent  les  axes  E1E2,  E3E1  et  sont 
des  rayons  d'un  mème  svstèmc  régié  (X)Y'i)  de  Ia  quadrique 
(H,).  Les  droites  X,Y'2,^  X,Y'i,  XsY'^,  XiY'3,  X'iYi,  X^Yí, 
X'3Y3,  X'iY|  rencontrent  les  axes  du  système  involutif  gaúche 
(E'iE'2,  E'3E'4)  et  sont  des  rayons  du  système  régié  (XiY'2) 
complémentaire  de  (X|Y'i).   On  a  ainsi   le   lableau  suivant  des 


(')  A.  Voss,  Dit  Liniengeometrie  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Flãchen 
ziceiten  Grades.  [Mathem.  Annalen,  Bd.  10,  S.  1-43). 
La  Gouknerie,  Journal  de  Liouville,  p,  264,  1^70. 


157 


généralrices  des  hyperboloícles  (Hi)  et  (Hj): 

XiY'.,  X2Y'i,  XaY''.,  X4Y':j,  X',Yi,  XUY.,  X'3Y3,  VíY/,  (X,Y'.>)j^    '^ 
X,Y'3,  X..Y'4,  X3Y'i,  XiY'.,  X'iY4,  X'2Y3,  X'3Y2,  X^,Y,  (XiY'3))     , 
X,Y',,  \,Y'3,  X3Y',,  XiY',,  X'iY3,  X'2Y.,,  X'3Y,,  X';Yá  (XiY'^)!^"  ^^ 

Le  point  X|  élaiU  un  point  pris  arbitraireineiil  sur  la  biquadra- 
tique,  rhyperboloide  (Hi)  jouit  de  la  propriélé  suivante  :  Les  cou- 
ples  de  généralrices  de  rhyperboloide  (Hi)  tssues  de  deux  poinls 
correspondanfs  du  premier  genre  Xj,  X-2  pris  arhitvairemtnl ,  for- 
rnent  un  (juadrilalère  gaúche  XiY'iX2Y'2  inscril  a  la  biquadtalique. 
Les  deux  aulres  sommets  opposts  Y'i,  Y^'2  soní  aussi  c/es  poinls  cor- 
respondanls  du  premier  genre. 

Pour  rbyperboloíde  (H'i)  le  quadrilatère  gaúche  inscrit  a 
la  biquadratique  et  avant  pour  sommets  opposés  X|,  X2  est 
XiY'3X2Y'4  (O- 

16.  Dans  le  système  involutif  gaúche  (EíE2,  E3EÍ)  la  tangente 
au  point  E|  à  Ia  biquadratique  se  correspond  à  elle  mème  et 
renconlre  laxe  E3E4  de  ce  systènie,  Cette  tangente  est  donc  un 
rayon  du  système  réglé  (XiY'i)  de  rhyperboloide  (H|)  et  le 
rayon  E1E2  est  le  rayon  d'osculalion  au  point  E|,  Ce  mème 
rayon  est  aussi  le  rayon  d'oscuIation  au  point  E^.  Ainsi:  Chacun 
des  couples  de  poinls  correspondanls  du  premier  genre: 

E,E2,    E3E1,    E',E'2,    E'3E';,    FiF2,    F3FÍ,    F'iF'2,    F'3F'4 

jouit  de  la  propriélé  que  le  plan  osculaleur  en  un  poinl  du  couple 
passe  par  V aulre  (-). 

17.  Ees  huit  projectivitès  que  Ton  vienl  dètudier  pourraient 
être  appelées  projectivitès  du  premier  genre.  Elles  ont  toutes 
pour  droites  doubles,  les  arètes  AB,  CD,  qui  ont  servi  ii  definir 
les  points  correspondants  du  premier  genre.  Les  axes  des  quatre 
systèmes  involutiís  gaúches  (9)  joignent  des  points  correspon- 
dants du  premier  genre.  Les  groupes  cyclo-projectifs  relatifs 
aux  quatre  projectivitès  cycliques  sont  composès  chacun  de 
deux  couples  de  points  correspondants  du  premier  genre. 


(•)  Laguerre,  loG.  cit.,  p.  201. 

A.  Ameseder,   Ueber  honfiguradonen  auf  der  Raumcttrve  vierter  Ordmmg 
erster  Species.  (Sitz.  Ber.  d.  Wiener  Aead.  d.  Wisseitschaften.  Bd.  87,  p.  1 193). 
(')  A.  Harnac,  loc.  cit.,  p.  65. 
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Les  qiKulriques  (Hi),  (H'))  seraient  les  hvperboloícles  de  Voss 
du  preniier  genre  et  les  cordes 

E,E->,    E:jEi,     E',E'-2,    E',E'4,    FiF.,    F3F'.,    F',F'2,    F'3F'4 

les  cordes  principales  du  premiei*  genre. 

18.  La  loi  de  formation  des  groupes  cyclo-projeclifs  du  pre- 
miei' genre  issus  d'un  point  Xi  resulte  des  remarques  suivantes: 
le  troisième  point  d'un  de  ces  groupes  est  le  point  X2  corres- 
pondant  du  premier  genre  de  Xi.  Le  deuxième  et  le  quatrième 
éléments  sont  deux  points  correspondants  du  premier  genre 
pris  dans  le  quadruple  (YiYoYsYi).  Ce  quadruple  est  d'ailleurs 
celui  qui  est  relatif  au  syslème  régié  circonscrit  à  la  biquadra- 
tique,  et  determine  par  la  corde  XiX^.  Le  quadrilatère  gaúche 
XiY'iX2Y'2  (15)  situe  sur  Ihyperboloide  (IIj)  montrc,  en  eííet, 
que  les  tangentes  à  la  biquadratique  aux  points  Y'i,  Y'2  coupent 
la  droite  XiX2  et  que  par  suite  les  langentes  aux  points  Y| , 
Y2,  Y3,  Y4  et  la  corde  X1X2  font  partie  d'un  mème  syslème 
réglé. 

19.  Soient  (S1T1S2T2),  (L1M1L2IVI2)  deux  groupes  cyclo  pro- 
jeclifs  de  la  projectivité  cyclique  (E)/\(E5).  Les  droiles  SjT'/, 
LiIM'2  génératrices  de  systèmes  contraíres  de  1'hvperbolo'ide 
(H|)  (15)  sont  situées  dans  un  mème  plan  et  les  cordes  SiLi, 
T'ilM'2  sont  deux  génératrices  de  svslèmes  contraires  d  une  qua- 
drique  S  circonscrite  à  la  biquadratique.  On  en  déduit  que  les 
droites 

SjLi,     Ti\l2,     S2L2,     T2M1 

font  partie  d'un  mème  système  réglé.  Par  suite: 

Si  ton  pi  ojelte  íVime  corde  de  la  biquadratique  les  points  dun 

groupe  cyclo  projecf  if  (S  iT  iS'iTt)  f^^  la  projectivité  cyclique  (E)  /\  (E5) 

on  ohtient  sur  celte  courbe  un  groupe  cyclo  projectíf  {h\M~2h-2Mi) 

de  la  projectivité  cyclique  (E)  /\  (Eo). 

La    mème    propriété   existe   pour    les   projectivités   eycliques 

(E)ÃiE7)et(E)Ã(E8). 

On  remarquera  que  celte  propriélé  associe  deux  projectivités 

eycliques   dont    la    resultante    est   le    syslème   involutií'  gaúche 

(AB,    CD)    qui    définit    les    points   correspondants   du   premier 

genre. 

SO.  Les  huit  projectivités  du  second  genre.  —  II  existe  quaire 
systèmes  involutils  gaúches  et  (|uatre  projectivités  eycliques  du 
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secoiul  genrc,  qui  conservcnt  Ia  l)i(|uatlialiquí'.  Dans  le  premier 
systèine  involulif  (E')  7\  (E'i)  les  lioiiiologiies  de  A|,  A-2,  An,  A^ 
sont  respeclivemciit  Cj,  (];,  Ci,  Co.  Les  índices  de  deux  points 
homologues  A|,  Ca  ou  Aa,  C;  sont  ceux  dont  on  se  sert  pour 
les  poinls  correspondanls  du  second  geme.  Les  homologues 
des  points  Dj,  D-2,  D3,  D^  seront  dans  un  ordre  à  délerniiner 
B|,  B2,  B,},  Bi.  La  droite  A1B2  «encontre  les  droiíes  E1E2, 
E3EÍ  (4,  9);  la  droite  CiíD;  rencontre  les  droites  E'iE'2,  E^aEV, 
par  suite  les  quatre  poinls  AiBaC^D;  sont  dans  un  nième  plan; 
et  la  droite  BiDi  correspondant  à  R^l}^  dans  Thoinologie  har- 
monique  (A,  a),  est  un  rayon  du  syslème  réglé  (A1C3)  circonscrit 
à  Ia  hiquadratique.  Ainsi  le  point  Bi  est  I'homologue  de  Di 
dans  le  premier  système  involulif  gaúche  et  les  espaces  homo- 
logues (E')  et  (E'i)  sont: 

(E')^(A,A2A3A4DiD2D;jD0Ã(E'i)  =  (C3Q,C,C.>B,B-2B:,B0. 

On  designe  par  (E'2),  (E':í),  (E'4)  les  homologues  de  Tespace  (E'i) 
dans  les  systèmes  involutiís  gaúches  (AC,  DB),  (AD,  AC) 
(AB,  CD)  et  par  (E'í,),  (E^e),  (E'7),  (E^g)  les  homologues  du  mème 
espace  (E'i)  dans  les  homologies  harmoniques  :  (A,  a),  (C,  '(), 
(D,  "ò),  (B,  P),  on  a  le  tableau  suivant  des  huit  projeclivités  du 
second  genre : 

(E')  s  (AiA2A3Â/„D,D2D3D4)7\(E'i)  s  (CaC^CiCaBiB^BaBO 
(E')  =  (A1A2A3A4D1D2D3DO  -/\  (E'2)  =  (C1G2C3C4B3B4B,  B2) 
(E')  ^  (A,A2A3A4DiD2D3D4)Ã(E'3)  ^  (C2CiC4C3B4B3B2B,) 
(E')  =  (AiA2A3A4DiD2D3r)0  7\  (E'4)  =  (C4C3C2CiB2B,B4B3) 

(E')  =  (A1A2A3A4D1D2D3D4)  Ã  I  E'5)  ^  (ClC2C3C4B2BiB;B3) 

(E')  ^  (A,  A2A3A4D1D2D3D4)  Ã  (E'6)  =  (C3C4C,  CâBvBaBâBi) 

.(E')  =  (Al  A2A3A4DiD2D3D4)7\  (E'7)  =  (C4C3C2C|B3B4BiB2) 
(E')  =  (AiA.AaAiDiD.DaD;)  Ã  (E'8)  =  (C2C,C4C3BiB2B3B4). 

Les  quatre  premières  sont  involutives,  les  quatre  dernières  sont 
cycliques  du  quatrième  ordre. 

21.  Ces  huit  projectivitcs  conservem  deux  quadriques  (H2), 
(H'2)  circonscrites  ;i  la  hiquadratique.  Ce  sont  les  deux  hvper- 
boloides  de  Voss  du  second  genre.  Si  Ton  designe  par 

(G1G2G3G4),       lG'lG'2G'3G'4),       (H1H2H3H4),       (fl'iH'2H3H'4) 


160 


les  quadruples  relatifs  aux   systènies  régies  de  ces  surfaccs,  les 
axes  des  syslènies  iiivolutifs  du  secoud  geiire  sont : 

(G1G3,  G2G4),    (G'iG'3,  G'2G'4),     (11,II:í.  llàHO    (iriH'3,  H'2H'4) 

ces  axes  sont  des  cordes  principales  du  second  geme. 

Les  hyperboloides  de  Voss  (H-2)  et  (H'2)  coupent  les  arètes 
AC,  BDVespeotivement  aux  points  P'Q',  P'jQ'i,  R'S',  R'iS'i  les 
projectivilés  cycliepies  du  second  genre  ont  pour  élénients  dou- 
bles  soit  les  points  P'|,  Q'),  R',  S',  st)it  les  points  P',  Q',  R'i,  S'i. 

22.  On  determine  la  correspondance  des  points  du  qua- 
druple (H1H2H3II;)  dans  la  projectivité  (E')/\(E'|)  en  remar- 
quant  que  ces  points  sont  des  éléments  doubles  de  la  projecti- 
vité (E)  7\  (E'3);  pur  suite  (20)  leurs  homologues  dans  la  pro- 
jectivité (E')7\(E'))  sont  leurs  correspondants  H;,  H3,  H^,  Hi 
dans  le  système  involutif  gaúche  (AD,  BC).  Ainsi  à  Tespace 

(E')  =  (GiG2G3G4,  GiGiG^G';,  H1H2H3H;,  HiH.HsHO 

correspond  dans  la  première  projectivité  involutive  du  second 
genre,  Tespace  : 

(E'i)  =  (G,G2G3Gi,  G'3G'4G'iG'2,  HiHaH.H,,  HâHiHiHa). 

23.  Dans  la  projectivité  (E')/\(E'i)  aux  points  du  quadruple 
Xi,  X2,  X;!,  X4  correspondent  respeclivement  les  points  du 
quadruple  Z,'i,  Z'2,  Z'3,  Z'/,.  Les  droites  AXiX'i,  CZ'iZ3  étant 
homologues  aux  points  X'i,  X'2,  X'3,  X'4  correspondent  respecli- 
vement les  points  Z3,  Z4,  Zi,  Z2,  et  on  a  le  tableau  suivant  de 
points  correspondants  dans  les  huit  piojectivités  du  second 
genre: 

X1X2X3XÍ      Z|  Z2  Z:í  Zi      X'iX'2XVX'4     ZiZ2Z3Z4       (E) 

Z'iZ'2Z'3Z'4       X1X2X3X4        Z3   Z4  Zi  Z2         X'3X'4X'iX'2       (El) 
VJi/J^W'-!       X3X4X1X2        Zi    Z2   Z3  Z4         X'lX'2X'3X'4       (E2) 

7}Cfh^l^'i/h     X4X3X2X1      Z2  Zi  Z4  Z3      X'2X'iX'4X'3     (E3) 

Z'2Z'iZ'4Z'3       X2X1X4X3        /a/\/iU         X''.X'3X'2X'i       (El) 

Zi  Z2  Z3  Z4  X'iX'2X'3X'4  Z'3  Z';  Z'i  z'2  Xs  X',  Xi  X2  (Eg) 

Z3Z;ZiZ2  X'3X'4X'lX'2  Z',  Z'2  Z'3  Z^  X1X2X3X;  (Eg) 

Z1Z3Z2Z1  X'/,X'3X'2X'l  Z'2Z'iZ'4Z'3  X2X1X4X3  (E7) 

Z2Z1Z4Z3  X'2X'iX'4X'3  Z';  Z'3  Z'2  Z'i  X1X3X2X1  (Es) 
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Ce  tableau  donne  les  {>^roiipes  cyrlo-projeclifs  du  secoiiíl  genre 
issus  clu  poiíit   X| 

(X4Z1X3Z3)     (X1Z3X3Z1)     (XiZjXaZa)     (XiZ^XsZi). 

II  tlonne  é^alfineiU   les  systènies   de  généralrices  des   liyjíerbo- 
loules  de  \\).ss  dii  second  gem-e  (H-2)  et  (H^): 

XlZ',,  \2Z'2,  XgZ'?.,  X4Z';,  X'iZ;í,  X'âZ,;,  X'3Zi,  X'4Z2    (XlZ'0) 

(lio) 
XlZ'3,  X2Z'4,  XisZ',,  X4Z'2,  X'lZ.,  X'2Z2,  X'3Z3,  X'4Z4    (XlZ'3)(^    '' 

XlZ'4,  X2Z'3,  X3Z'2,  X4Z'i,  X'iZ2,  X'2Zi,  X'èZ4,  X'4Z3    (XjZ^)  j 

X,Z'2,  XâZ'!,  X3Z'4,  X4Z'3,  X'iZ4,  X^2Z3,  X'3Z2,  X'4Zi    (XiZ'.)^"  "^* 

24.   Les  huit  projectivités  du  troisiéme  genre.  —  Les  quatre 
projectivités  involutives  du  Iroisiènie  genre  sont: 

(E")  =  (Â1A.2A3AÍB1B-JB3RO  Ã  (E"i)  =  (D4D3D2D1C1C2C3C4) 
(E")  =  (A,  A2A3A4B1B2B3B4)  Ã  (E"2)  ^  (D,D2D3D4C4C3C2Ci) 
(E")  =  (Al A2A3A4B,B2B3B4)  Ã  (E^'3)  ^  (D3D4DiD2C2CiC4C3) 

(E'')  =  (A|A2A3A4BiBoB3B4)Ã(E"4)  =  (D2D,DiD3C3C4CiC2). 

Les  quatre  projectivités  cycliques  du  troisiéme  genre  sont : 

(E")  =  (Al  A2Â3A,.BiB2B:)B4)  Ã  (E''g)  ^  (D1D2D3D4C3C4C1C2) 

(E")  ^  (A,A2A3A4B,B-2B3B4)  A  (^"e)  =  (D4D3D2D,C2C,C4C3) 

(E")  ^  (A,.\2A3A4BiB2B3B4)  7\(E"7)  =  (D2D1D4D3C4C3O2C1) 
(E")  ^  (A,  A2A3AiB,B2B3B4)  Ã(E"8)  =  (D3D4D1D2C1C2C3C4). 

Dans  la  prcinière  projeclivité  involulfve  on  a  fait  correspondre 
aux  points  Ai,  A2,  A3,  A4,  respectivement  les  points  1)4,  D3, 
D2,  Di;  les  Índices  de  deux  pf)ints  homologues  Aj,  D4  ou  A2,  D3 
sont  ceux  dont  on  se  sert  pour  les  points  correspondants  du  troi- 
siéme genre.  Des  quatre  points  dans  un  méuie  plan  :  A1B2C3D4 
on  a  déduit  qu'aux  points  B1B2B3B4  correspondent  respective- 
ment les  points  DiD2D3D4. 

Les  espaces  (E''2),  (E''3),  (E"4)  sont  les  homologues  de  Tes- 
pace  (E"i)  dans  les  svstèmes  involulifs  gaúches:  (Al),  BC), 
(AB,  CD),  (AC,  DB).  Les  espaces  (E"3),  (FA),  (E";),  (£"3)  sont 
les  homologues  de  1'espace  (E"i)  dans  les  homologies  harmoni- 
qucs:  (A,  a),  (D,  ^3),  (B,  ,3),  (C,  -,'). 
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25.  Ces  huit  projeclivités  conservenl  deux  quadriques  (H3) 
et  (H'3)  circonsciites  à  Ia  biquadralique.  Ce  sont  les  liypeibo- 
loides  de  Voss  du  iroisiènie  geiíio.  Si  Ton  designe  par 

(I1I-2I3I4),       (ril'ril'3l''.)>       (.Í1.'2J3.I4),       (.l'lJ'2J'3J'4) 

les  quadruples  relalifs  aux  syslèiiies  régies  de  ces  suríaces,  les 
axes  des  syslènies  involulifs  gaúches  du  troisièine  genre  sonl : 

(I1I4,  I2I3),    (rii'4,  i'2i'3),    (.ii.)4,  ^ih),    (.ri.r4,  J'á.r3). 

Ces  axes  sonl  les  cordes  principales  du  Iroisiènie  genre. 

Les  hyperboloides  de  Voss  (II3)  et  (H'3)  coupeiit  les  arètes 
AD  et  BC  respeclivemenl  aux  poinls  P"Q",  P''iQ''i,  R"S", 
R"iS"i;  les  projeetivilés  cyclitiues  du  Iroisiènie  genre  ont  pour 
élénients  doubles  st)it  les  points  V'i,  Q''i,  R",  S",  soil  les  poinls 
P",  Q",  iVi,  S"i. 

26-  Dans  la  première  piojectivité  involulive  du  troisiènie 
genre,  la  correspondance  entre  les  élénients  des  quadruples  de 
[\h)  et  (H'3),  esi  donnée  par  le  tableau  suivant : 

I1I-2I3I4       I'ir'2r3l'4       iihh'l'.       .I'l.I'"2J'3J'4       (E") 

IiI.Il.U     I'41'31'21'i     J2J1.I4.I3     J'3J'4J'lJ'2     (E"l). 

27.  Dans  la  projeclivilé  involulive  (£'')  7\^(E"i)  aux  points  du 
quadruple  XiX-2X;j\4  correspondent  respeclivenient  les  poinls 
du  quadruple  U'i,  U'2,  U'3,  U'4.  Les  droites  AXiX'i  et  DU'iU4  étant 
liomologues  aux  |)oints  X'i,  X'2,  X'3.  X'4  correspondent  respec- 
tivenient  les  poinls  U4,  U:;,  U^,  Ui  et  on  a  le  tableau  suivant  de 
poinls  coriespontlanls  dans  les  buit  projeclivités  du  iroisiènie 
genre 

X.1X2X3X4     U',U',U'3L]'4      X'iX'2X'3X'4     UiUâUsUi      (E") 
U'iU'2U'3U'4     Xi  X2  Xa  X4      IJ4  U3  U2  Ui       X'4X'3X'2X'i     (Ei") 

U'4U'3U'2L',  X4X3X-2Xl  U,  IJ2U3U4  X'lX'2X'3X'4  (E-2") 

U'2U'lU'4U'3  X2X1X4X3  _U3U4UlU2  X'3X'4X'lX'2  (E3") 

U'3U'4U'iU'2  X3X4X1X2  U2  Ui  U4  IÍ3  -  X'2X'iX'4X'3  (E4") 

II1U2U3U4  X'lX'2X'3X'4  U'4U'3U'2U'i  X4X3X2X1  (Es") 

U4U3U2U1  X'4X'3X'2X'.i  U'iU'2U'3L'4  XlX2X3X4  (Ee") 

U2U1U4U3  X'2X'lX'4X'3  lJ'3U'4li'lU'2  X3X4X1X2  (E7") 

U3U4U,U2  X'3X'4X'iX'2  U'-2U'iU'4L:'3  X2X1X4X3  (Es"). 
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Ce  lableau  doiiiie  lt\s  ^noiípes  cyclo-projcclifs  dii  lioisièinc  genre 
issus  de  Xi : 

(X1U1X4U4)     (X.UiXiUi)     (X1U.X4II3)     (XiU3XiU.i). 

II  doune  éjj^^alemem   les  svslèmes  de  génératiices  ties  hvncrbo- 
loides  de  Voss  (H3)  et  (H'3) : 

X  ,Ú'l ,  XâlKa,  X3U'3,  X4U'4,  X'.,U4,  X'2U3,  X'3U2,  X'4Ul  (XlU'l)) 

XiU'4,X2U'3,X3U'2,X4U'l,X'lUl,X',U2,X'3U3,X'4Ui(X,UV)i 
XlU'->,  X-2U'i,  X3U'4,  X4U'3,  X'iU3,  X'2U4,  X'3líl,  X'4U,  (XiU'^)) 

M  H'- '^ 

XiU'3,X,U'4,X3U'l,X4U'.2,X',Uí,X'.2Ul,X'3U4,X'4U3  (XlU'3)( 

28.  On  eoiisidère  le  groupe  de  syslèmes  régies  (S|L|),  (S1L2), 
(S1L3),  (S1L4)  c:iiTOH.sorils  ;i  la  biquadralique  el  determines  res- 
pectiveineiít  par  les  cnrdes  S|Li,  S.Lí,  SiLu  SjLj  joignant  un 
poiíit  S|  de  la  eoiiibe  anx  |)«»iiils  du  {{iiadriij)le  (l.ir>2Í.3l4).  Si 
(S|TiS-2l-.>)  (LiMi^jlMi)  sont  deux  grctiipes  cyclo  piojeetils  de  la 
projeclivité  cyelitpie  du  premier  {^eiire  (E)  /\  (E,j)  le  rayoii  TjMi 
ÍKimologue  de  S|Li  daiis  celte  projeetivilé  apparlient  aii  sys- 
tènie  régié  (S1L2)  (9).  Ainsi: 

Dans  leu  projeclivitts  cijcliques  du  premie)  ^etve  les  syslèmes  ié- 
glés  (SiLi)  et  (S1L2)  sont  conespom/ants.  Les  systhnes  régies  (SjLi) 
et  (Si  1^4)  jouissent  de  la  mime  propritté. 

Par  analogie:  les  systèines  régies  (SiLi)  et  (S1L3),  (SiL.))  et 
(S1L4)  sont  eorrespondanls  dans  les  projectivités  cycliques  du 
second  genre.  Les  syslèmes  ivglés  (SiEi)  et  (SiL'»),  (S1L2)  et 
(S1L3)  sont  correspondants  dans  les  projectivités  cvcliques  du 
Iroisième  genre. 

Une  projeclivité  cyclique  étant  la  resultante  d'une  projeeti- 
vilé involulive  du  mòme  genre  et  d'une  bomologie  harmonique 
(0),  on  conclui  que : 

Dans  les  projectivités  involutives  du  premier,  du  second  et  du 
troisième  genre  nu  sijstèine  rcglc  (Sil^i)  correspondent  respectivemenl 
les  syslèmes  régies  cowplémenlaires  de  (SiL2)i  (S1L3),  (S1L4). 

29.  Dans  les  preinières  projectivités  involutives  du  second 
et  du  troisième  genre  on  a  successivement : 

(AiB,CiD,Z',)A(C3DiA3HiXi)7\(B;jA',D2C,l:',) 
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donc 

(A,B,CiD,Z'i)Ã(B3A4DàC,U'i) 

celle  projectivité  esl  la  Iroisième  projectivité  cycliqiie  du  pre- 
niier  g^enre  (i).  Par  suite  les  points  /'i  et  U;í  sonl  homologues 
dans  la  preniière  projeotiviíé  involulive  tlu  preniier  gcnre.  On 
déduit  de  là  le  lableau  d'éléuients  lioiuíjlogues  dans  les  luiit 
projectivités  du  preniier  genre : 

Z1Z2Z3Z4      U'iU'2U'aU'4     Z'iZ'-2Z'3Z'4     UiUáUaUi      (E) 

U'4U'3U'2U'l  Z4Z3Z2Z1  U3U4UlU2  Z'3Z'4Z'iZ'-2  (E,) 

U'3U'4U'iU'.2  Z3Z4Z1Z2  U4U3U2U1  .Z'4Z'3Z'2Z'i  (Eo) 

U'2U'iU'4U'3  Z2  Zi  Z4  Z3  Ui  U2  Us  U4  Z',Z'2Z'3Z'4  (E3) 

U'iU'2U'3U'4  ZÍZ2Z3Z4  U2UiU4U3  7]{ll{í],:/]'i  (E4) 

U4U3U2U1      7]k^I]{1}%11í     U'3U'4U',U'2     Z3Z4Z1Z2      (Es) 
•     U3U4U1U2      VJíL'i:L\7J^2     U'4U'3U'2U'i     IkLiLiU      (Ee) 

U2U1U4U2        Z'2Z'iZ'4Z'3       U'iU'2li'3U'4       LiL^/LiU       (E7) 

U1U2U3U4      ^l]iL!{l]-i7]>,     U'2U'iU'4U'3     Z2Z1Z4Z3     (Es). 
Les  projectivités  involulives  donnenl : 

Z,U'4,  Z2U'3.  Z3lJ'2,  Z4U'i,  ZMI3,  Z'2U4,  Z'3Ul,  Z^iU^  (XiY'i))    ^^  , 

ZlU'3,  Z2U'4,  Z3Ll'l,  Z4U'2,  Z'ii;'„  Z'2lÍ3,  Z'3U2,  Z'4Ul  (XlY'2)i  ^     ^^ 

ZlU'.2,  Z2U',,  Z3U'4,  Z4U'3,  Z',ll,,  Z'2U2,  Z^Us,  Z'4U4  (XiY'3)j 

Z,U'l,  Z2U'2,  Z3U'3,  Z4U'3,  Z'iU2,  Z'2U,.  Z^IU,  Z^Ug  (XiY'4)i  '^* 

Les  groupes  cyclo-projectifs  du  premier  genre  issus  de  Zj  sont : 

(Z,U4Z2U3),     (Z1U3Z2U4),     (ZiUáZáUi),     (ZiUiZ.Uá). 

30.  Dans  les  premières  projecliviíés  involulives  du  troisièmo 
et  du  premier  genre  on  a  successivement : 

(AiBiCiD.U',)  7\  (D;CiBiA4X,)  Ã  (CíDj A2B3Y'0 

donc  les  points  \]\  et  Y'i  sont  homologues  dans  la  troisième 
pr(»)(Htivitt' cycli(|ue  du  second  genre.  Ou  tltuluit  de  l;i  le  lableau 
(réiémeiíls    homologues  dans    les  huil   projectivités    du   second 
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genre : 

YiYáYaYi      U',U'2U'3U'4  Y'iY'2Y'3Y'4  U1U2U3U4  (E') 

U'4U'3U'-2U'i     Y4  Y3  Y2  Yi  U2  U,  U4  U3  Y'2Y', Y'4Y'3  (Ei') 

U'2U'iU'4U'3     Y2Y1Y4Y3  U4U3U2U1  Y'4Y'3Y'2Y',  (EV) 

U'lU'2UW4      Y1Y2Y3Y4  U3U4U1U2  Y'3Y'4Y'iY'2  (E3') 

lI'3U'iU'iU'2       Y3Y4Y1Y2  UiU2U3U4  Y'iY'2Y'3Y'4  (E4') 

U4U3U2U,        Y'4r3Y'2Y'i  U'2U'iU'4U'3  Y2Y1Y4Y3  (Eg') 

U2UiU4U3      Y'2Y'iY'4Y'3  UWsUWi  Y4Y3Y2Y1  (Ee') 

UiUaUsUi      Y'.,Y'2Y'3Y'4  U'3UWiU'2  Y3  Y4  Yi  Y^  (E7') 

U3U4U1U2       Y'3Y'4Y',Y'2  U',U'2U'3tJ'4  Y1Y2Y3Y4  (Es') 

Les  projectivités  involulives  donnent : 

YiU'4,  Y2U'3,  Y3U'2,  Y4U'i.  Y',U2,  TaUí,  Y'3U4,  TiUs  (^i^^OU 
Y,U'2,  Y2U'i,  Y3U'4,  Y4U'3,  Y'iU4,  Y'2U3,  Y'3U2,  Y'4Ui  (X,Z'3)1*^   '^ 


(H'2). 


YiIj"i,  Y2U'2,  Y3U'3,  Y4U'4,  ViUs,  Y'2U4,  Y'3Ul,  Y'4U2   (XlZ'4)| 
Y,U'3,  Y2l]'4,  Y3U',,  Y4ir2,  Y'lU.,,  Y'2U2,  Y'3U3,  Y'4U4   (XiZ'2)| 

Les  groupes  cyclo-projeclirs  clu  deuxiènie  genre  issus  de  Yj  sonl: 

(Y1U4Y3U2),     (YiUáYabO^     (Y1U1Y3U3),     (Yiy3Y3U,,). 

31.   Dans  les  premières  projectivités  involutives  du   premier 
et  da  second  genrc  on  a  successivement: 

(AiBiCiD,Y'j)  7\  (B2A2D1C1X,)  7\  (D,0,B,  A:jZ',) 

donc  les  poinls  Y'i,  Z'i  sont  homologues  dans  la  troisième  projee- 
tivilé  cvclicpie  du  troisième  geme.  On  déduit  de  Ih  le  tahieau  d'élé- 
ments  homologues  dans  les  huit  projeclivités  du  troisième  genre: 

Y,  Y2  Y3  Y4      Z'i  Z'2  Z'3Z'4     Y'i Y'2Y'3 Y'4     Zi  Z2  Z3  Z4      (E") 
Z'3Z'4Z'iZ'2     Y3Y4Y1Y2       Z.ZiZiZ:,      Y'2Y'iY'4Y'3     (E"0- 

Z'2Z'lZ'4Z'3       Y2YiY4Y3         Z3Z4Z1Z2        Y'3Y'4YiY'2       (E"2) 

Z'4Z'3Z'2Z'i  Y4  Y3  Y-i  Y,  Zi  Z2  Z3  U  Y'i  Y'2Y'3Y';  (E"3) 
Z'{L-i7Ji/J>.     Y,Y2Y3Y4       UL^LiU      Y'4Y'3\"2Y'i     (E"4) 

Z3Z4Z1Z2  Y'3Y'4Y'iY'2  Z'2Z'iZ'4Z'3  Y2YiY4Y3  (E"3) 
Z2Z,Z4Z3  Y'2Y'lY'4Y'3  Z'3Z'4Z'iZ'2  Y3Y4Y1Y2  (E"6^ 
Z,  Z;(  Z2  Z,         Y'4  Y'3  Y'2  Y'i        Z',  Z'2Z':íZ'4       Yi  Y2  Y3  Y4        (E"7) 

Z,  Z2  Z3  7a      Y'i Y'2Y'3Y'4      Z'iZ'3Z'2Z'i     Y,  Y3  Y2  Yi      (E"8). 


(Wi 


Les  projeclivilés  iiivolutivcs  doniicnl: 

YiZ'3,  Y:;//'.,  Y:jZ'i,  Y'.Z'-.,  Y',/^,  Y'^/.,,  Y'3/'.,  Y'íZ3   (Xitl',)| 


(H3) 

(H'3)- 


Y,Z'2,  Y.Z'i,  YiiZ',,  Y'y;:i,  Y',Z:í,  Y'.Z.'.,  Y'3Zi,  Y'/^.^  (XilJ'^)! 
YiZ'4,  Y-.Z':3,  Y:3Z'2,  Y^.Z'i ,  Y'iZ, ,  Y'-2Z,,  TaZa,  Y'iZi  (XiD'2)) 

Y|Z'l,  Y/Z'2,  Y3Z'3,  Y4Z'4,  Y',Z4,  Y'.Z3,  Y'3Z2,  Y'4Zi   (XlU'3)i 

Les  groiípcs  cyclo-projeclifs  du  troisiènie  genre  issus  de  Yi  sont: 

(YiZaYíZ-i),     (YiZ^YiZa),     (Y1Z4Y4Z,),     (YiZiYíZí). 

32.  Le  syslème  réglé  (Si Li)  correspond  respeetivemeiít  aux 
systèmes  (SiL-2),  (S1L3),  (SiL;)  dans  les  projectivités  cyeliques 
du  premier,  du  second  el  du  troisiènie  geure  (28).  Par  suite  si 
(X1X2X3X4)  est  le  quadruple  relatif  au  système  régie  (SjLi), 
ceux  des  syslènies  régies  (SiL.i),  (S1L3),  (SiL;)  sei-onl  respecli- 
venient  (Y1Y2Y3Y4),  (ZiZâZyZ',),  (U1U2U3U4).  Ainsi  les  quatre 
quadruples  reiíconlrés  daiis  les  jiiojeclivilés  cyclitpies  consli- 
Uieul  le  syslèuie  de  quadiuplcs  étudié  par  Ameseuek  {loc.  cit., 
p.    1185).  ' 

33.  II  existe  une  loi  de  foiínalioii  siuiple  des  groupes  cyclo- 
piojectifs  dans  lesquels  entrent  les  points  de  ce  système  de 
quadruples.  On  donne  aux  lettres  X,  Y,  Z,  U  respeclivemeul 
rindicc  iiidiquant  leur  rang  dans  la  pernuilaliou  XYZU;  on  a 
le  groupe  XiY^ZsUj.  S'il  s'agit  des  groupes  cyclo  projectifs  du 
second  genre,  on  associe  la  lelti'e  X  avec  la  secoiule  letlre  Z  du 
terne  YZL>,  ainsi  que  les  deux  lettres  restantes  Y,  U  pour  for- 
nier  les  couples  (XZj,  (YL)  aux({uels  on  donne  lespectivenient 
les  Índices  1,  3  qui  caractérisent  deux  points  correspondants 
du  second  geni'e;  on  a  (XZ)i,  (YU)3.  Dans  le  groupe  cyclo- pro- 
jeclit  de  la  preniière  projectivité  cyclique  du  second  genre  ayant 
poui"  origine  Tun  des  poinis  Xi,  Y^,  Z3,  l  ',,  par  ex. :  Y-2,  Télé- 
luenl  (pii  suit  Y2  est  represente  pai*  la  letlre  IJ  associée  a  Y 
dans  le  gioupe  (YIJ)3  alleclée  de  Tindice  3  de  ce  groupe.  On 
a  alors  imniédialenient  le  groupe  cyclo-projectif 

(Y.2U3Y4U,) 

car  dans  un  tel  groupe  du  second  genre  le  premier  et  le  troi- 
sième  éléments,  le  second  et  le  quatrième  sont  des  points  cor- 
respondants du  second  genre. 
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Poiír  les  groupes  cyclo-projectifs  : 

(Y.2U1Y4U3),       (Y.2U,Yr.U;),      {Y.l],,\',\].2) 

relatifs  à  la  seconcle,  la  troisiènie  et  la  qualrième  projcctivilés 
cvcliques  dii  second  genre,  rélénicnt  qui  suil  Y2  est  le  corres- 
pondam du  second,  du  troisiènie  ou  du  preinier  genre  du 
point  l  .s:  (231)  constitiKint  la  permutation  circulaire  de  (123) 
conimençant  par  le  chiíTre  2. 

34  Si  lOrigine  choisie  j)our  le  groiipe  cyclo-projeclif  était 
un  point  du  quadruple  (YiY^YsYi)  aiitre  que  Y2  par  ex.:  Y3; 
on  reniarquerait  que  Y2,  Y3  sont  des  poinls  correspondants  du 
troisiènie  genre  et  on  prendrait  les  correspondants  du  troisiènie 
genre  des  points  coniposant  les  groupes  issus  de  Y2;  on  oblient 
ainsi : 

(YiíUiYiUi),     (YaUiY.U.),     (Y3U3Y1U,),     (YalliY.r,). 

La  connaissance  de  ces  groupes  donne  les  general  rices  des  sys- 
tènies  régies  (X|/'i),  (XiZ'3),  (XiZ'4),  (XiZ'-2)  des  hyperboloicles 
de  Voss  du  second  genre  (H-2),  (H'2),  issues  du  point  Y3.  Ces 
génératrices  sont  respectivenient : 

Y3U'-2,       Y3U'i,       Y3U'3,       Y3U'i. 

Les  leltres  U  qui  acconipagnent  Y3  sont  avec  des  accents  celles 
cjui  suivent  Y3  dans  les  groupes  cvclo-projectifs  du  second 
genre,  ayant  ce  point  pour  origine. 

35.  Soit  (LjL^LsL/,),  (MiMá^liM/,),  (IN1N2N3N.O,  (I^P^l^P',)  un 
second  syslènie  de  quadruples.  Les  droites  LiXi,  L1X2,  L1X3, 
LiX4  déterniinent  respectivenient  les  syslènies  régies  (LiXi), 
(L1X2),  (L1X3),  (LiX;)  circonscrits  à  la  biquadratique,  On  ve- 
présentera  Tensendile  de  ces  quatie  systènies  régies  par  la  no- 
talion  (Li,  X1X-2X3X4)  ou  par  la  notalion  plus  abrégée  [LjXi]. 
On  remarquera  que  l'on  a  : 


ou 


(Li,  X1X2X3X4)  =  (L3,  X3X4X1X2) 
[LiXi]  =  [L3X3] 


car  on   a  substilué  aux  élénicnts   de  la  notalion,    leurs    corres- 
pot»dants  du  second  genre  et  on  sait  que: 

(L,Xí)^(L3X3),   (L,X2)=(L3Xi),    (LiX3)=(L3X,),    (L,X4)^(L3X?) 
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cela  étanl  on  a : 

[L,X,]  =  [MsYi]  =  [N3Z,]  ^  [P4U1] 
[L,Y,]  s  [M.iX,]=  [N2U,]  ^  [P2Z1] 
[LiZ,]  =  [M3U,]  ^  [N,Xi]^  [PsYi] 
[L,U,]  =  [M,/,]  ^  [N4  Y,]  E^  [P,Xi]. 

En  eíTet  ridenlilé  [LjXi]  =  [N3L1]  résulle  de  celle  des  systèmes 
régies  (LiXi)  eL  (IVijZi ).  On  sait  que  les  droites  XiZ'i,  LiN'3 
sont  des  généi-alrices  de  systèmes  difTérents  de  riiyperboloide 
(H-2)  (23);  par  suite  les  quatre  points  L|XiN'3Z'i  sont  dans  un 
uième  piau  et  on  a  (L|Xi)  =  (N3Zi).  Le  lableau  précédent  donne 
les  seize  nianièi"es  diirérentes  de  joindre  les  points  de  deux  sys- 
tèmes de   quadruples  par  les   rayons  d'un  système  réglé  (Ame- 

SEDEH,    JOC.    cil.,    p.     1189). 

36.  Systèmes  de  quadruples  particuliers.  —  Si  Xi  =  Ai  on  a 

^10,  4),  (23,  20),  (27,  24): 

par  suite 

Yi  =  Bi,      Zi=Ci,      U,  =Di 

et  on  a  le  système  de  quadruples: 

(AiAsAáAO.     (BiH^B.iBO,     [ÍaC.OÁa),     (DiD^DaDi). 

Si  Xi  =  E|  le  point  Zi  est  Tun  des  points  du  quadruple  (FjF-iFaFj) 
(9,   ífi,  28);  on  clioisira  Zi  =  F, ;  et  on  aura  (10,  9),  (29,  9) 

Y'i  =  El  ou  Y,  =  E'i,     U'4  =  F3  ou   Ui  s  F'2 
et  on  a  le  système  de  quadruples: 

(E.EaEiiE,),     (E',E',E'3E''.)'     (FiH'2F3F0,     (F'.2F'iF/,F';0. 
Si  Xi  =  Gi  et  Ui^Hi  on  a  (23,  22),  (30,  22) 

Z'i  =  Gi  ou  Z,  =  G'i;     Y'2  =  Hí  ou  Yi  =  H'3 
et  le  svstème  de  quadruples  est : 
(  G,G,G3G0,     (H'3H  iH.II  ,).     (G',G,G'3G'4),     (ll.HíHsHO. 
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Enfin  si  Xi^.I,  et  Yi  =  Ii  on  a  (27,  26),  (31,  2G) 

U'isli  ou  Ui^Ti;     7Jz  =  h  ou  Zi^J'; 
et  le  système  de  quadruples  est: 

{\i\úzh).       (.ílJ2J3)4),       (J'4.I'3J'-2.ri),       (IM'21'31'4). 

37.  Le  jilan  AjKiGi  coupe  la  biquadralique  en  un  point  Vj. 
Si  X|  =  Ai,  L|=Ei  ridentilé  (3ò):  (AiEj)  =  (C1F3)  indique  que 
les  qualre  points  C1F3G1V1  sont  coplanaires.  La  dioile  AiCi 
joignant  deux  points  correspondants  de  la  seconde  projectivité 
involutive  du  second  geme  (20)  rencontre  la  tang-enle  à  la  bi- 
quatli-alique  au  point  Gy  (21).  Les  droiles  AiGj,  CjGi  sont 
ainsi  deux  génératrices  de  systènies  conlraires  d'un  hyperbo- 
loide  (H)  circonsoi'it  à  la  courbe.  Les  deux  plans  AifjiVjEi, 
CjGiViFa  nionlrent  que  V^Ei,  V1F3  sont  deux  génératiices  de 
systèmes  conlraires  de  (H);  donc  la  tangente  au  point  \i  à  la 
biquadralique  coupe  la  droite  E1F3.  Mais  (36)  si  Xi  =  Ei  on  a 
U'4  =  F3  et  la  droite  E1F3  est  un  rayon  du  système  réglé  (XiU'4) 
(27);  on  en  conclut  que  le  poinl  Vi  est  Tun  des  points  du  qua- 
druple (IiIâl^L)  (25);  on  cboisira  Vi=Ii. 

38.  Dans  la  preniière  projectivité  involutive  du  troisiènie 
genre  (24)  aux  quatre  points  coplanaires  A|,  Ei,  Gi,  Ii  corres- 
pondent  les  quatre  points  D4,  F-i,  H'i,  Ij  (36)  situes  également 
dans  un  niènie  plan. 

Si  XiEEsA,,  U=h  on  a  (3ò)  (Ci.IO  =  (DiI.)  ou  (C,J,)-(DíI,) 
identité  qui  perniet  de  déduire  íles  qualre  poinls  coplanaires 
DiFsHjIi  les  quatre  points  C]JiF-2H'i  jouissant  de  la  mènie  pro- 
priété. 

Si  XiH=Ai,  LiE^Gi,  on  a  (35)  (AiHi)=(CiH'2)  ou  (AiHà)=(CiH'i) 
et  les  quatre  points  A1H2J1F2  sont  dans  un  niènie  plan  ainsi  que 
les  qualre  points  AiHiJiFi. 

39.  Les  deux  groupes  de  poinls  coplanaires  AiEiGiIj  et 
AiFiHiJi  niontrcnt  que: 

(A,E,)  =  (G'il'0     (AiGi)  ^  (E',r,)     (Aili)  ^  (E'iG'i) 

(AiE'i)  a.  (Gili)      (AiG'0  =  (E,li)       (Ail'i)  =  (E,Gi) 

(AiF,)  =(H'i.r,)     (AiH,)  ^(F',J'0     (A,J,)=(F',H',) 

(AiF',)  =  (H.Ji)       (A.IIV)  ^  (F,J,)       (Ai.r,)  =  (F,Hi). 
VoL.  VIII  —  N.«  3  4 
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On  coiuliit  (Ic  là  (jiiP  tons  los  svstènies  réoflés  que  Ton  peut 
déduire  (35)  de  la  coinbinaison  de  denx  .s\.slèmes  de  (|uadruples 
queleonqiics  tlu  numero  (36),  renlrenl  dans  le  tableau  suivant: 

[A,Ei]=^[BiE'2]^|CiF3l  =LDiF'3]=[GiJ2]^LH',l4]  ^ [G'iI',J ^ [Hi J'4] 
[A,E',J^  [BiE,]  ^  [C,F',J^  [D.FaJ  ^  [Gxlj]  =  [W.õ,}  ^  [G'iJ'2]=  [Hil'4 J 
[AiF.l  ^[B,F',]=[CiE,]  ^[DtE'3]=LG,F3]  =  [H'iJ',]=[G'iJ,J^[Hil3]  _ 


[AiGi]  ^[BiH',l^[CiG'3]=[DiH,J  ^[E,J'2]^[E'iI',]  ^[Fila]  ^[ry,] 
[AiG'i]=[BiH3]  =[CiG,J  ^[DiH',J^[EJ,]  ^[E'iJ2]  ^[F,J'2j^[F'iI'3] 
[AiII,]=[BiG',]=.[CiHy^[DiG,]  =[EiJ,l  ^[E^l,]  ^[Fil/3]^[F'iJ'i] 
[AiH'i]^[BiG3j  ^[CiH4j  ^[DiG'4]  =  [Eir4]  ^tE'iJ',]=[F,Jd  ^[F',13] 


[Ali,]  ^[BiJj]  =[CiJ'2]=[DiI'J^[EiH,]  =[E'iG',]=[FiH'3]=[F'iG3] 
[AJ'.]  ^  [Bi J'i]^  [Cl J4]  =  [Dil,]  ^  [EiG,]  =  [E'iH',]=  [FiG'3]  =.[F',H3] 
[AiJi]  ^[Bil,]  ^[Cir,]^[DiJ'3]^[EiG'2]==[E'iH,]^[FiG2l  ^[F'iH',] 
[Al J'.]  ^  [Biiy  ^  [Cil J  ^ [Dl J2]  =  [E,H',]^ [E^iGJ  =  [FiH,]  ^ [F'iGy . 

40.  Les  quatre  syslèmes  de  quadruples  particuliers  (3G) 
consliluent  les  64  poinis  de  Harnack.  Un  plan  passant  par  trois 
quelconques  de  ces  poinis  rencontre  la  courbe  en  un  (piatriènie 
point  de  HAR^ACK  (âmkskder,  /oc.  cil.,  p.  1214).  Les  trois  poinis 
élant  donnés,  les  resultais  précédents  permeltenl  de  déterniiner 
le  quatriènie. 

1°  Les  trois  points  appartiennent  à  un  mème  quadruple: 
par  ex.:  FiFáFa.  On  a  (36)  Zi  =Fi,  \j  t  =¥2',  le  système  réglé 
(Z|U'i)  =  (XiY'4)  (29)  a  pour  coinplénienlaire  (XiY'3)  dont  le 
quadruple  est  (FiFaFaF;);  le  qualrièine  point  cherché  est  dono  F3. 

2"  Les  trois  points  appariiennent  ;i  un  mème  syslème  de 
quadruples,  par  ex.:  E1F2E3.  On  a  (36)  Xi=E|,  Z2  =  F2,  Y'3=E3. 
Le  système  règlè  (XiY'3)  a  pour  complèmentaire  (XiY'4)  (IT)). 
Ce  dernier  est  identique  à  (Z)L'i)  (29)  ou  (Z-2I  '2).  Le  quatrième 
point  cherché  est  donc  L'2  =  Fi. 

3"  Les  trois  points  n'appartiennent  jías  h  un  nième  système 
de  quadruples;  par  ex,:  AjG4l.í.  Le  système  règlé  (A1G4)  a 
pour  complèmentaire  (AiG';)sh  (Fil/,)  =  (E2I3)  (39).  Le  quatrième 
point  ('hei'<'hè  esl  E-2. 
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41.  Êlant  Jonnê  le  système  de  quadruples  (X1X2X3X4), 
(Y1Y-2Y3Y4),  (ZiZáZaZí,),  (U1U2U3U4),  on  niène  par  fes  poinls 
X1X2X3X1  les  rayom  XjXgXsXi  d'un  système  réglé  quelconque  (SiL|) 
circonscril  à  la  biquadratique.  On  designe  par  ytygyyVí,  zizszazj, 
111U2U3U4  les  droites  analogues  déduites  respeclivemenl  des  quadruples 
Y1Y2Y3Y4,  Z1Z4Z3Z2,  LiUgUsUi  et  des  systhnes  régies  (S1L2), 
(SiL3),  (SiLv).  Cela  étant  les  rapporls  anharmoniques  (X1X2X3X4), 
(yiy2y3\4),  (zizazsz',),  (uiuíuauí)  sont  égaux. 

En  eílel  dans  la  première  projeclivilé  cyclique  du  premier 
genre,  au  cjuadruple  (X1X2X3X4)  correspond  le  quadruple 
(Y1Y2Y3Y4)  (^10)  et  les  syslèmes  régies  (SiLi)  et  (S1L2)  sont 
homologues  (28);  donc 

De  inènie:  (ícicráa^aíc^)  =  (Z1Z2Z3Z4);  (a?ia:2i»3a?4)  =  (W1M1W3M4). 

Cas  particuliers.  Sur  les  cones  (A),  (B),  (C),  (D)  perspectifs  a 
la  biquadratique  les  rapporls  anharmoniques  A  (X1X2X3X4), 
li(YiY2Y3Y4),  C(ZiZ2Z3Z4),  D(UiU2U3U4)  so7it  égaux.  Onsup- 
pose  (SjLi)  =  (XiX'j). 

Les  systhnes  régies  formes  respectivement  par  les  rayons  d' oscula- 
tion  aux  poinls  (X1X2X3X4),  (Y1Y2Y3Y4),  (Z1Z2Z3Z4),  (UiU2U3U4) 
ont  même  rapport   anharmonique .    On   suppose   (SiLi)  ^  (X'iX'i). 

42.  On  peut  établir  directenient  celte  dernière  propriélé. 
Les  quadruples  (X),  (Y),  (Z),  (U)  sont  relatiís  aux  syslèmes 
régies  (XiXi),  (X1X2),  (X1X3),  (XiX4)  situes  respectivement  sur 
les  quadriques  (Hi),  (H2),  (H3),  (H4)  circonscrites  a  la  biquadra- 
tique. Les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  relalivement  a 
ces  quatre  surfaces  forment  un  faisceau  dont  le  rapport  anhar- 
monique est  constant.  Ce  faisceau  pour  le  point  Xi,  projette 
de  la  tangente  h  la  courbe  en  ce  point,  les  rayons  d'osculation 
aux  points  XiX2X3X4.  Le  rapport  anharmonique  du  système 
réglé  forme  par  ces  rayons  ne  dépend  donc  que  des  quatre 
surfaces  (Hi),  (H2),  (H3),  (Hi)  et  il  ne  varie  pas  si  Ton  i-emplace 
le  quadruple  (X)  par  Tun  des  quadruples  (Y),  (Z),  (U). 
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§  II 
Les  triples  d'une  biquadratique  (') 

43.  Si  les  còlés  d\i\\  hexagone  MiP'iMi!M'|PiN'i  insciil  dans 
la  biquadralique  gauclie  Ci  sont  des  gétiéralrices  d'un  hyper- 
boloide  (H)  circonscrit  à  la  courbe,  les  droites  MiM'i,  N|N'i,  PiP'i 
concoiirent  en  un  point  A,  soinmet  du  télraèdre  ABCD  conju- 
gue à  C4.  La  face  BCD  coupe  MiM'i,  NiN'i,  PiP'4  aux  points 
Ui,  U-2,  U3.  Le  cone  (A)  perspectif  à  la  biquadratique  et  IMiv- 
perboloíde  (H)  déteniiinent  clans  la  face  BCD  deux  coniques 
(a)  et  («i),  telles  quil  existe  un  triangle  UiU^Us  inscrit  à  (a)  et 
circonscrit  h  (aj),  et  les  points  Ui,  U-2,  U3  sont  coyijugués  clans  une 
involution  cubique  du  premier  rang  dont  les  points  de  ramification 
sont  les  points  slationnaires  Aj,  A2,  A3,  A^  de  la  biquadralique  C4, 
situes  dans  le  plan  a  =  BCD. 

44.  La  tangente  à  Ia  courbe  au  point  Mi,  siluée  dans  le  plan 
MiP'iN'i  langcnt  en  iMi  ;i  riiyperboloíde  (H)  coupe  N'iP'i;  par 
suite  le  rayon  d'osculation  au  point  iMi  rencontre  la  droite  NiPi 
et  les  points  IMiNiPi  forment  un  triple  de  la  biquadratique.  II  en 
est  de  niènie  des  poinls  IM'|IS  iP'i. 

45.  On  considere  un  triple  quelconque  lM|NiPi  de  la  bi- 
quadralique, el  son  homologue  M'iN'iP'i  dans  Thomologie  har- 
nionique  (A,  a).  La  tangente  au  point  Mi  coupe  IS'il*'i  et  par 
suite  les  deux  còtés  consécutifs  MiN),  MiP'i  de  Thexagone 
MiP'iNiM'iP|N'i  sont  deux  génératrices  d'un  hyperboloíde  pas- 
sant  par  la  courbe  C4.  Cet  hyperboloíde  determine  par  un  còté 
passe  nécessairement  par  tous  les  autres.  Donc:  Si  MilViPi  est 
un  triple  de  la  biquadratique,  Vhexagone  MiP'iNiM'iP|N'i  est  situe 
fur  un  hyperboloíde  circonscrit  a  la  courbe. 

46.  Les  points  stalionnaires  Ai.  A2,  A3,  Â4  du  plan  BCD 
sont  sur  la  conique  (a),  les  points  de  ramification  de  quatre  in- 
volutions  cubiques  du  premier  rang  (Ii),  (I2),  (I3),  (L).    On  dé- 


(')  A.  Harnac,  loc.  cit.,  p.  60.  Amesedeb,  loc.  cit.,  p.  1179.   Schroetek, 
Theorie  der  Raumciirve  C4,  p,  1 7. 
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signe  par  (oti)  la  conique  tVinvolulioii  inserile  à  lout  triangule 
UjUaUs  íonné  par  un  terne  U1U2U3  de  1'invululion  (Ii)-,  Li,  L2,  L3 
sont  les  poinls  de  eontact  des  còtés  de  ce  Iriangle  avec  ia  co- 
nique («i).  Cetle  dernière  circonscrite  au  quadrangie  A1A-2A3A4 
est  sur  un  hyperboloide  Hg,  passant  par  (Q).  Soient  /|,  gi, 
hy  gi-,  h,  g3,  les  généralrices  de  Ha,  issues  respeclivenient  de 
Li,  L2,  L3;  M,  =  (4-3),  M'i  =  (/3^á),  NiH=(%i),  N'i  =  (/i-3), 
Pi  =  (/i^2),  P'i={iigi).  Les  droites  MiM'i,  N'iNi,  PiP',  conju- 
guées  des  droites  L2L3,  LsLi,  LiL-i  par  rapport  à  Ha,  joignent 
le  somniet  A  respectivemenl  aux  points  Ui,  U2,  U3  de  la  co- 
nique («).  Ce  sont  donc  des  génératrices  du  cone  (A)  et  Ihexa- 
gone  ÍMiP'iNiM'iPiN'i  situe  sur  Ha,  est  inscrit  dans  la  biquadra- 
lique.  Par  suite : 

Les  pohits  stationnaires  A|,  A2,  A3,  A4  de  la  biquadratique  sont 
sur  la  base  (a)  du  cone  (A)  les  points  de  ramification  de  quutre  in- 
volutions  cubiques  du  premier  rang  (Ii),  (I2),  (I3),  (L).  Les  coniques 
d'involulion  conespondanl  a  chacune  d'elles  sont  siluées  respective- 
menl sur  les  hyperboloides  Ha,,  Ha,,  Ha^,  Ha^  circonscrits  a  la  bi- 
quadratique. Toul  point  Ml  de  la  courbe  (C4)  est  un  sominet  de 
quatre  hexagones  inscrits  dans  la  biquadratique  et  situes  respecti- 
vemenl sur  ces  hyperboloides.  Les  sommets  de  rang  pair  ou  de 
rang  impair  de  ces  hexagones  forment  des  triples  de  la  biquadra- 
tique. 

Ces  triples  seront  du  premier,  du  second,  du  troisiènie,  ou 
du  quatrième  genre  selon  Tinvolution  cubique  qui  leur  corres- 
pond. 

47.  Soient  MiNiPi,  MiQiKi,  MiSiTi,  Mil  1  Vi  les  quatre  triples 
ayant  pour  origine  le  point  Mi.  Les  hexagones 

MiP'.2NiM'2PiN'2 
MiR'2QiM'2BiQ'2 

MiT'2SiM'2TiS'2 
MiV.Ui  M'2ViU'-2 

inscrits  dans  la  biquadratique  sont  respectivement  sur  les  hyper- 
boloides 

Hb,  H/,2  Hfc,  Hb^ 
circonscrits  à  C',.    Ces  hyperboloides  peuvent  étre  déduits  des 
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quatre  iiivolulions  cubiques  du  preniier  rang  avant  pour  points 
He  ramilication  sur  la  base  (p)  du  cone  (B)  les  poinls  slalion- 
naires  Bi,  B-2,  B3,  Bj. 

On  a  les  liyperboloídes  analogues 

He,  Ur,  11,3  lír, 

H,/|  H(/2  H(/3  Hdi. 

Ces  16  hyperboloides  jouissent  seuls,  panni  les  ^w  faces  du  fais- 
ceau,  de  la  propriété  d'être  le  supporl  d'liexagones  insoils  dans  la 
biquad  rali  que. 

Les   hyperboloides   HaiHôiHf,  H^j    conduisent   aux    triples   de 

genre  i={\,  2,  3,  4). 

48.  Si  MiNiPi,  XiYiZi  sont  deux  triples  du  preniier  genre, 
les  hexagones  ]MiP'iNiM'iPiN'i,  XiZ'iYiX'iZ)Y'i  sont  situes  sur 
rhyperboloide  H^, ;  pour  fixer  les  idées  les  génératrices  MiP'i, 
XíZ'i  sont  supposées  de  systèmes  contraires.  Dans  cette  hypo- 
thèse,  la  droite  iMiP|i  rencontre  XiZ'i,  YiX'i,  ZiY'i ;  la  droite 
IMiN'i  rencontre  XiY'i,  YiZ'i,  ZiX'i;  par  suite  IMiXi  coupe 
P'iZ',,  N'iY'i;  MjYi  coupe  P'iX'),  N',Z'i;  MiZi  coupe  P'iY'i, 
N'iX'i.  On  en  conclut  que  chacun  des  ternes  de  droites  (MiXi, 
NiYj,  PiZi),  (MiYi,  NiZ,,  PiXi),  (MiZi,  N,Xi,  PiYi)  est  situe 
sur  un  hyperboloide  circonscrit  \\  la  biquadratique.  Ainsi :  Les 
deux  triples  de  même  genre  MjNiPi,  XiYiZi  conduisent  aux  trois 
hyperboloides  circonscrits  a  la  courbe  [^): 

(MiX,,  NiYi,  PiZ,) 
(M,Yi,  NiZi,  PiX,) 
(MiZi,     NiXi,     PiY,). 

49.  Les  droites  AiMi,  AiNi,  Ai  Pi,  joignant  le  point  station- 
naire  Ai  aux  points  du  triple  IMiNiPi,  déterniinent  trois  hyper- 
boloides (AiMi),  (AiNi),  (AiPi)  circonscrits  \\  (€4).  Les  plans 
}>olaires  du  point  Ai  relativenient  h  ces  trois  surfaces  sont  res- 


(1)  ScHROETER,  Théovic  der  Baumcurve  C/„  p.  18.  Haenac,  loc.  cit.,  p.  47. 
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pectivcment  A\|Mi,  AA|iV|,  AAiPi  ou  (43)  AAili,  AA1U-2, 
ÂAjL:{.  Ces  plans  projellenl  de  ki  droite  AA|  le  lerne  UiLI^Ls 
de  rinvolulion  (Ii)  sur  la  conique  (a);  cetle  dernière  passant 
par  A|  ou  concluí:  Les  lemes  (í/iyperbolo'i(les  (AiMi),  (AiNi), 
(AjPi)  (lúhiits  deu  triples  M|N|Pi  dti  premier  genre  sonl  conjugues 
ílans  une  involulion  cubique  du  premier  rang. 

50.  Si  Xi  est  un  point  quelconque  de  la  biquadralique  les 
plans  projelanl  de  la  secante  AjXi  le  triple  lM'ilN'iP'i  du  pre- 
mier genre,  déterminent  sur  (C4)  le  triple  KiHiLj  du  premier 
genre.  Les  droiles  XiKj,  XiHi,  XiLi  coupent  respeclivement 
AiM'i,  AiN'i.  AiP'i  et  sont  par  conséquent  des  rayons  apparte- 
nant  respectivement  aux  systèmes  régies  (AiiNIi),  (AjN|),  (ÂiP»), 
Par  suite : 

Si  Xi  est  un  point  quelconciue  de  la  biquadralique  les  lemes 
dliyperboloides  (XiKj),  (XiITi),  (XiLi)  déduits  des  triples  KiHiLi 
du  premier  ^enre  sont  conjugues  dcms  une  involulion  cidjique  du 
premier  rang  indtpendanle  de  la  position  du  point  Xi. 

51.  Si  XiYiZi  est  le  triple  du  premier  genre  ayant  pour  ori- 
gine Xi,  X'iY'iZ'i  est  un  triple  du  premier  genre  et  les  quadri- 
ques  (XiX'i),  (XiY'i),  (X1//1)  sont  conjuguées  dans  Tinvolution 
cubique.  Les  deux  surfaces  (X|Z'i)  et  (X|Y'i)  coincident  avcc 
Ha,,  la  suiface  (XiX'i)  est  le  cone  (A).  Par  suite 

Les  temes  d hyperboloides  (XiKi),  (XiH|),  (XiL|)  déduits  des 
triples  KiHiLi  du  pre7nier  genre  sont  conjugues  dans  uíie  iyivolu- 
lion  cubique  du  premier  rang  ayant  pour  (Uvienis  doubles  les 
hyperboloules  Ha,,  Hft,,  Hr^,  H(/,  et  pour  éléments  de  romificalion  cor- 
respondanls  les  cones  (A),  (B),  (C),  \T))  perspeclifs  a  la  biquadra- 
ticjue. 

Les  involutions  cubiques  correspondant  aux  triples  du  se- 
cond,  du  troisième  et  du  quatrième  genre  ont  pour  éléments 
doubles  et  de  ramification : 

H«,H6,Hc,Hrf,  (A),  (B),  (C),  (D) 
H„3  H63  H,3  H,/3  (A),  (B),  (C),  (D) 
V\a,Ui,\\c,\hu        (À),     (B),     (C),     (D). 

52.  Si  Vou  designe  par  Ui,  Bo,  B3,  B4  les  rapporls  anharmoniques 
des  qualernes  d'liyperbolo'ides  (H,,,,  H^,,  Hf,,  Hrf,),  {Wa.,,  H/,.,,  Hf.^,  HrfJ, 
(Hflj,  Hfc.,,  Hf.,,  li,/,),  (Hflj,  Wh.,  Hfi,  H,/J  et  par  B  celui  des  qualre 
cones  (A),  (B),  ((|),  (D)   d'après    une    proprieté    de    1'involution 
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cubique  du  premier  rang  (^)  on  a  le  produit  PuR-^RíRí  égal 
h  R2. 

Les  élémenls  cloubles  Hg,,  H^,,  Hag,  Hf,^  í/íí  quatre  involulions 
cubiques  coirespondant  au  même  élément  de  raniification  (A)  fot- 
menl  un  groupe  cquianhannonique. 

53.  Si  MiNiPi  est  un  triple  du  premier  genre,  M2N2P2, 
M3N3P3,  M4N4P4   sont  des  triples  de  mème  genre  et  les  droites 

M1M2,     NiPá,     N,Pi,     N3P4,     N4P3,     MalVIi 

sont  des  génératrices  de  mème  système  d  un  liyperboíoide  lir- 
conscrit  à  la  biquadralique.  Soil  Xi  le  point  de  conlact  d'une 
généralrice  de  ce  système  tangente  ;i  ia  coui'be;  les  droites 
Xi!\li  et  XilM-2,  X1M3  et  XiINU  sont  siluées  respectivenient  sur 
les  liyperboloides  de  Voss  du  premier  genre.  Les  ternes  d'by- 
perboloídes 

(XiMi),     (XiN,),     (XiPi)^(XiN2) 

(X1M3),       (XN3),         (XiP3)  =  (XiN4) 

sont  conjugues  dans  Tinvolution  cubique  (50). 

Mais  les  byperboloídes  (XiNi)  et  (XiN^),  (XiNa)  et  (X1N4) 
sont  conjugues  dans  Tinvolution  quadratique  définie  par  les 
couples  (le  cones  (A)  et  (B),  (C)  et  (D);  par  suite: 

Vinvolulion  cubique  du  premier  genre  des  hyperboLoides  eircons- 
ciils  a  la  biquadralique  et  linvohuion  quadratique  déterminée  par 
les  couples  de  cones  (A)  et  (B),  (C)  et  (D)  ont  deux  couples  com- 
muns.  Les  surfaces  qui  forment  avec  chacun  de  ces  couples  respecti- 
vement ,  un  teme  de  1'involution  cubique  sont  les  hyperboloides  de 
Voss  du  premier  genre. 

54.  Si  ti  est  la  tangente  au  point  Xi  de  la  biquadratique  les 
plans  polaires  du  point  Xi  relativement  aux  hyperboloides 
(X|Ki),  (XiHi),  (XiLi)  (50)  sont  ^iK|,  /iHj,  ^iLi;  par  suite  les 
plans  projetanl  de  t\  les  ternes  du  premier  genre  KiHiLj  sont 
conjugues    dans    une    involution   cubique   du   premier  rang.    Si 


(1)  Le  Paige,  Sur  les  involulions  cubiques.  Mémoires  de  la  Société  royale 
des  sciences  de  JÃcge,  1884,  (égalitó  13). 
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XiYiZi  est  le  triple  ân  preniier  genre  determine  par  Xi  les  élé- 
meiUs  douhies  sont  {^\'iZ'^,  tiy'i/J^2,  /iVaZ'^,  ^iVíZ';;  les  élé- 
mcnls  de  laiiiifualion  sonl  ^iX'i,  /iX'-2,  /iX':j,  /iX';.  Les  élénients 
doubles  soTit  néçessairciDent  les  plans  polaires  de  Xi  relative- 
iiient  aux  surPaces  11/,.,,  H<,,,  Hf,,  Hf/,. 

Par  la  tangente  (i  passe  un  hyperboloide  (H)  circonscrit 
à  (Ci);  les  plans  /iKi,  /iH|,  íjLi  ])rojetlent  des  généi'atrices 
/"i,  hl,  l\  de  (H)  de  systènie  contraire  à  celui  de  ti  et  passant 
par  les  poinls  K],  Hi,  Li.  Par  suite: 

Si  un  systhne  rcglé  est  circonscrit  a  la  biquadratiífue,  les  géné- 
ralrices  de  mcine  systhne  passant  par  les  triples  du  preniier  genre 
sont  conjuguêes  dans  une  involution  cubique  du  preniier  rang  dont 
les  (Uments  de  raniifualion  so?it  les  rayons  du  systhne  réglé  tan- 
gents  a  la  biquadratique.  Si  X'i  est  le  point  de  conlact  de  l'un 
d'eu.f,  X'iY'iZ'i  le  triple  du  premier  genre  determine  par  X'i,  les 
lUhnents  de  ramification  sont  Y'iZ'i,  \'^7Jt,  Y'3Z'3,  Y'rJ/Jr^. 

Le  rapport  nnliarmonique  des  rayoiis  Y'iZ'i,  Y'2Z'2,  Y':íZ'3,  \' 'Jl^ 
est  constant  (jmi  (jue  soit  le  systime  réglé. 

Les  tangentes  d'un  quadruple  détenninent  dans  le  plan  d'un 
triple  XjYiZi  un  qundrangle  tel  quil  existe  une  conique  circons- 
crit e  a  ce  quadrangle  et  inscrile  au  triangle  XiYiZ|. 

55.  Si  la  cniirbe  C4  est  équianharmonique,  le  raj)port  anhar- 
nionique  W  tlu  qualcrne  (A),  (B),  (C),  (D)  est  égal  h  «i,  a  dési- 
gnant  Pune  des  racines  cubiques  iniaginaiies  de  í  unilé  négative. 
Lune  des  involulions  cubiques  (51)  par  ex.:  la  qualriènie  est 
sibi  conjuguée  et  si  Ton  designe  par  a'  la  seconde  racine  cubique 
iniaginaiie  de  Tunité  négalive  le  rapport  anbarnionique  Vy\  du 
quaterne  Ha,  H/^^IIf^  H^/^  est  égal  à  a'.  Mais  a' =  —  «2  par  suite 
on  conclui  de  Tégalité  (52) 

RiRâRyRi  =  R" 

que:  Si  la  courbe  C4  esl  équianharmonique  on  a 

R,R.R3  =  _1. 

n'après  des  propriélés  de  Tinvolution  sibi-coiijuguée  les  rap- 
ports  anbaruioniques  des  quaternes 

H„JA)H6,(B),     H„,.Hi,(C)(D) 

sont  respectivement  égaux  à  — 2  et  — 1. 

VoL,  VIII  — N."  3  5 
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56.   La  nolion  de  geme  dans  les  triples  de  la  biquadralique 
permet  d'établir  aisénient  la  coiifiguralion  des  quatre  triples 

MiNiPi,     MiQiUi,     MiSiTi,     MiUjVi 

dont  fait  parlie  un  point  Mj,  analogue  h  celle  doiinée  par 
Clebsch  pour  les  neuf  points  d'inflexion  d'une  cubique  plane. 
Le  triple  du  second  genre  dont  fait  partie  Ni,  ne  peut  con- 
tenir  aucun  des  points  Mj,  Pi,  Qi,  I^i;  pour  le  former  ou 
prendra  l'un  des  points  Si,  T|  soit  Si  et  Tun  des  points  Ui,  Vi, 
soit  Vi.  Le  triple  será 

NiSiVi. 

Dès  lors  le  triple  du  second  genre  issu  de  Pi  est 

PiLI.Ti. 

De  méme  le  liiple  du  troisiènie  genre  issu  de  Ni  doit  contenir 
un  point  du  i'ouple  UiVi  et  un  point  de  couple  QiRi.  II  ne 
peut  contenir  Vi  appartenant  au  couple  du  second  genre  NiSiVi ; 
donc  on  doit  pi'endre  Ui  et  on  peut  clioisir  Ui  dans  le  couple 
QiRi,  on  a  ainsi  le  tiiple 

NiUiRi. 

Dès  lors  le  triple  du  troisiènie  genre  issu  de  Pi  est 

PiQiVi. 

Le  triple  du  quatrième  genre  issu  de  Ni  doit  contenir  un  point 
du  couple  QiR|,  qui  est  Qj,  et  un  point  du  couple  S|Ti  qui 
est  Tl.  Ce  triple  est 

NiQiTi. 

Le  triple  issu  de  Pi  du  quatrième  genre  est 

PiRiS,. 
On  a  les  triples: 

QiRiMi  (2''  genre)     OiViPi  (Z'  genre)     QiN|Ti  (4«^  genre) 
donc  le  triple  du  premier  genre  issu  de  Qi  est 

QiSiUi. 
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Les  resultais  précédents  montrent  que:  Dans  le  dtterminant 


MiNiPi 

QiSiUi 
RiViTi 


les  lignex  donnent  les  triples  du  piemier  genre,  les  colonnes  ceux  du 
second  geni e,  les  leimes  posilifs  ceux  du  ti oisieme  geme,  les  teimes 
négatifs  ceux  du  quatiume  geme. 

GoROLLAiKE.  Les  ueuf  points  Mi  IN|  V\  Qi  R|  Si  Ti  Ui  Vj  de  la 
biquadratique  tels  que  les  plans  osculateuis  en  ces  points  pas- 
sent  par  un  niènie  point  O  de  la  courbe,  sont  repartis  trois 
;i  trois  dans  douze  plans  passant  par  O.  Cts  plans  fornient 
qualre  trièdres  tels  que  les  faces  de  1  un  quelconque  d'enlre 
eux  contiennenl  les  neuf  points  consideres. 

57.  Les  conjuguées  de  la  droite  MiO  relativement  au  fais- 
ceau  de  quadriques  circonscrites  it  la  biquadratique  sont  les 
génératrices  d'un  hypeiboloíde  (Fí)  engendre  par  les  faisceaux 
des  plans  polaires  des  points  Mi  et  O;  ces  faisceaux  ont  pour 
axes  ia  tangente  m\  au  point  M|  er  la  langenle  o  au  point  O. 
Par  la  droite  MiO  passe  un  liyperboloíde  ^i  du  faisceau.  parnii 
les  généialrices  de  cette  surface,  de  sysièuie  coniraire  à  Mi  O 
figurent  les  tangentes  ?«i,  Wj,  ?//3,  r«4,  aux  points  du  quadruple 
Ml,  M-2,  M:!,  M',.  Les  surfaces  (H)  et  Si  ont  en  conimun  les  gé- 
liératrices  in\  et  MiO-,  leur  intcrseclion  coinprend  une  conique 
(«))  passant  par  le  point  O;  car  la  droite  o  est  tangente  "a  Si. 
On  conclut  de  ce  qui  precede: 

Toute  géntratrice  de  Si  appai  tenant  au  système  réglé  (nijni-2m3m4) 
renconlre  la  biquadratique  en  deux  points  X  et  X'  et  la  directrice 
MiO  au  point  K,  le  lieu  du  point  K'  tel  que 

(XX'KK')  -  -  1 

est  une  conique  (co)  passant  par  le  point  O. 

CoROLLAiRK.  La  couiquc  (o>)  passe  par  les  points  Ma,  M3,  Mj. 
Ainsi  les  qualre  poinls  M2M3M4O  sont  dans  un  niènie  plan  (*j. 


(')  ScHROETER,  TJiéorie  der  Baumcvrve  C4,  p.  GS. 
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58.  P(i>'  h  poinl  O  on  niène  un  plan  rencont)  anf  la  biquadi  a- 
lique  auJO  points  X,  Y,  Z;  les  gínérat rices  í/w  si/síème  (nii  111211)3111;), 
issues  lie  ces  points  )  enconti  ent  une  seconde  fois  la  courbe  axix 
points  X'Y'Z'.  Le  plan  X'Y'Z'  pa&&e  par  Cinterseclion  s  du  plaii  XYZ 
avec  le  plan  co  de  la  conique  (oi). 

Car  le  faisceau  de  plans  XYZ,  iX',  sMi,  oj  est  liarnioni- 
que  (í)7)- 

II  resulte  de  In  que  si  le  plan  XYZ  lourne  aulour  de,  la 
droite  s  fixe  et  issue  de  O  dans  le  plan  (o,  les  ternes  de  géné- 
ratrices  dii  sysième  (in{m)m3mi)  issues  de  ces  points  décrivent 
une  involiiiion  du  troisiènie  oi-die  et  du  premiei"  rang,  l^a  gené- 
ratrice  í/|  située  dans  le  plan  sMi  ost  un  ravon  double,  la  tan- 
gente ?«i  le  raydii  de  raniiíicalion  correspondant.  Celte  involu- 
tion  possède  trois  autres  éléinents  doubles.  Par  suite:  Par  la 
droile  s  on  peul  niener  l>  ais  couples  de  plans  tangenls  a  la  bi- 
quadralique;  c/iaque  couple  est  séparé  harmoniquement  par  les 
pla7is  sMi  et  to.  Si  lon  designe  par  dá,  ds,  di  les  génératrices  du 
sysfhne  riglé  (niiin-2m;jin4)  issues  des  points  de  contact,  par  r-2,  ra,  r^ 
celles  passant  par  les  points  de  )encontre  de  ces  plans  tangents  avec 
la  biquadralique;  par  á\  la  généralrice  située  dans  le  plan  slMj, 
les  quaternes  d|d-2d3d4  et  \\\\XiV%\\  sont  respectivement  formís  par 
les  ilènienls  doubles  et  les  éléments  de  ramification  d' une  involution 
cubique  du  premier  rang. 

CoRoi.LAiRES.   On  a  les  involutions  quadratiques 

d\d'2,  didí,  niir-i,  r-^ri^ 
dids,  d^dí,  mirs,  r-in, 
d{di^,     d^2di,     /W1/4,     /'a ''3. 

Le  rayon  í/j  est  un  élénient  double  de  la  projeclivité 

d2r-ji,      di?-:u     d^ri. 

Si  r'i  designe  le  second  éléinent  double  011  a 

{dir'id,r.)^-2. 

Les  droites  m-2y  W3,  Wi  lonneni  un  triple  de  Tinvolution. 

59  Si  la  droile  s  est  la  Iraee  du  ])lan  osculaleur  eii  IMi  sur 
le  plan  to  =  M-ilM.iíM, ,  Tinvíilulion  eubitpie  a  un  éle-nieni  triple  wi 


I 
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et  les  rayons  qui  constituent  le  liessien  de  cliaque  Icrne  de  celta 
involution  sont  conjugues  daiis  une  involution  quadralique  dont 
les  éléinents  doublcs  sont  ceux  de  l'involulioii  cubique.  Par 
suite: 

Les  génératrices  du  systhne  réglê  (numànisn^)  joignant  les 
poinls  de  conlact  des  plans  langents  menés  a  la  biquadratique  par 
Uinlerseclion  du  plan  osculaleur  au  point  M|  e(  du  plan  Mj-MaRU 
sêparenl  harmoniquement  les  tléments  doubles  de  la  projeclivitc  cij- 
clique  délerminée  par  le  leme  wi-nw^wxi^. 

60.  Les  plans  osculateurs  aux  points  Nj,  Pj  du  triple  MiNiPi 
se  rencontrent  dans  le  plan  oj  suivant  une  droite  Si  passant 
par  O  (58);  Tinvolution  cubique  correspondant  au  faisceau  de 
plans  dont  Taxe  est  s\  (58)  a  un  élénient  tiiple  NiPj  et  deux 
éléinents  doubles  dont  Tun  est  dans  le  plan  iil\li;  le  second 
joint  les  points  de  contact  des  deux  plans  langents  menés 
de  s\  \\  la  biquadratique.  Par  suite:  Sur  le  syslème  réglé 
(niiniáinainij  les  éliments  doubles  de  la  projeclivilé  cyclique  ni^nirjuii 
séparent  hannoniquement  la  gtnúatrice  de  ce  sysleme  s^appuyant 
sur  Vinlerseclion  sj  des  plans  osculateurs  aux  poinls  N|  et  Pj  du 
triple  Mi^'il^i  et  la  génératrice  joignant  les  poifils  de  contact  des 
plans  langents  menés  de  si  a  la  biquadratique. 

61.  En  consideram  les  trt)is  quadruples  IMiMaMaMí,  NiN^NsNí, 
PiPâPyPi  relatifs  aux  points  Mj,  Ni,  Pi  d'un  triple,  on  a  les 
rayons  NjPi,  NâP2,  N3P3,  N4P4  du  système  régié  {numim^nii^)', 
on  en  conclui  que  les  plans  ON^NaiVi,  OP-2P3P4  (Corol.  57)  se 
coupent  dans  le  plan  o  =  ÍVI2IM3IM4,    Par  suite  (58):  Les  temes  de 


generatrices 


(N2P2,  N3P3,  N4N4)     (wz2,  m-i,  W4) 


définissent  une  involution  cubique  du  prender  rang  dont  111,  est  un 
rayon  de  ramification.  Le  rayon  double  correspondam  sappwje 
sur  Vinlerseclion  des  trois  plans  IM.;I\l3M4,  N2N3N4,  P-2P3P4. 

62.  Si  lon  considere  les  Irois  triples  du  preniier  genre 
MiN.P,,  Q.S.U,,  R,V,Ti  (56)  les  droilcs  Q^K^,  S,T,,  U,V,,  sont 
des  généralrices  du  syslème  léglé  (7JiinMn-inn),  car  on  a  les  tri- 
[)les  MiQ,U,,  IMpSiTi,  MiUiV,  (òG).  On  en  conclui  que  les  plans 
Q,S,Ui,  HiV,Ti  se  coupent  dans  le  plan  MiiMs^Mj  (58).  Ainsi: 
Si  M,N,P, ,  Q,S,U, ,  Hi\Vl'i  -^0711  les  trois  triples  du  premier  genre 
ayant  même  point  satellite  O,  les  plans  Q|SiU, ,  HiY,T,  se  coupent 
suivant  la  droite  commune  aux  plans   M2-M3M', ,   N2N3N',,   P2P3P4. 
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CoROLLAinE,  Les  areies  des  quatres  irièdres  (56)  opposées 
aux  faces  passant  par  le  poinl  M,  sonl  situées  dans  le  plan 
M2M3MÍ. 

On  désignera  ces  areies  respectivenient  par  «i,  «2,  «3,  «4; 
les  inlerseclions  du  plan  M-iiMsMi  par  les  faces  opposées  à 
«i,  flá,  «3,  <i'*  seroiit  Z»!,  b'i^  ^3,  b\. 

63.  Les  faces  de  chacun  de  ces  trièdres  constiluenl  une  sur- 
face  conique  du  troisièuie  ordrc.  Ces  quatre  surfaces  font  parlie 
d'un  faisceau  et  tout  plan  issu  de  O  renconlre  les  qualre  triè- 
dres suivant  qualre  lernes  d'une  niénie  involution  cubique  du 
premier  rang', 

En  particulier  si  Ton  coupe  par  le  plan  M2M3M4  on  a  Tinvo- 
lution 

(í7jfl,Ôj,  a2«2^2,  «3«3^3,  ai^aijji^. 

Les  trois  areies  de  chacun  des  quatre  trièdres  peuvent  ètre 
considérées  conime  une  surface  conique  de  iroisiènie  classe, 
(^.es  qualre  surfaces  apparliennent  à  un  faisceau  et  les  areies 
de  ces  quatre  trièdres  sonl  projetées  de  toute  droite  issue  de  O 
suivant  qualre  ternes  d'une  uiènie  involution  cubique  du  pre- 
inier  rang. 

En  particulier  si  Ton  projelle  de  la  djoite  OMj  et  si  Ton 
coupe  linvolution  oblenuc  par  le  plan  JMáM3M4  on  a  Tinvolulion 

(«j^i^p  a-ibtbi,  a-ibzbz,  m^bi^bx). 

Les  deux  involutions  obíenues  c/ans  le  plan  M2M3IM4  sonl  lelles  que 
les  éléments  doubles  de  Vune  sonl  les  élimenls  de  ramifica tion  de 
Vautre.  Par  suite  ay  et  b^  sont  les  éléments  doublcs  de  la  pro- 
jectivilé  aÀJi^  «3^3,  H'Jt'^  et  chacune  des  involulions  est  sibi  con- 
juguée.  On  en  conclui:  Les  quatre  faces  des  trièdres  (56)  passant 
par  le  poinl  M(  formenl  un  groupe  équianharmonique. 

Les  qualre  plans  projetanl  de  Mi  les  areies  de  ces  trièdres  oppo- 
sées aux  faces  passant  par  Mj  forínent  un  groupe  équianharmonique. 

On  a  les  égalités  (ai^i02^->)  =  —  2    {aya-ib^bit)  =  — L 
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§  III 
Une  courbe  gaúche  rationnelle  d'ordre  p  -f  1 

64.  Deux  rayons  EG,  FH  duu  système  réglé  d'un  hyperbo- 
loide  S,  sont  les  élénients  doubles  d'une  projectivité  cydique 
(1^)  d'ordre  p,  entre  les  élénients  de  ce  système.  On  rapporle 
projectivenient  les  rycles  de  (P)  aux  rayons  du  système  ré^lé 
complémentaire  de  telle  sorte  que  les  cycles  formes  par  chacun 
des  élénients  doubles  EG,  FH  coniptés  p  fois,  aient  pour  ho- 
mologues les  rayons  EH,  FG,  On  peut  encore  faire  corres- 
pondre  aibitrairenient  à  un  cycle  de  (P)  un  rayon  du  système 
réglé  (EH).  Cela  élani,  les  cycles  de  (P)  sont  coupés  par  les 
rayons  homologues  en  des  groupes  de  p  points  situes  sur  une 
courbe  gaúche  rationnelle  de  Tordre  />+  1.  Les  points  E,  F 
sont  les  seuls  points  de  la  courbe  C^f  i  jouissant  de  la  pro- 
priété  que  les  tangentes  EH,  FG  sont  des  rayons  du  système 
réglé  (EH).  Les  plans  osculateurs,  dailleurs  stationnaires,  en 
ces  points  sont  respectivenient  EGH,  FGH. 

CoROLLAiBE,  Les  points  E,  F,  et  les  tangentes  EH,  FG  étant 
donnês  sur  l'hyperbolo'ide  S,  la  courbe  Cp-|-i  est  determine  par  un 
de  ses  points. 

65.  Toute  projectivité  entre  deux  espaces,  qui  conserve  la 
courbe  C^_)_i  doit  conserver  égalenient  riiyperboloide  H,  et  les 
points  E,  F  doivent  être  des  élénients  doubles  ou  se  corres- 
pondre  doublement. 

\.  E,  F,  élémenfíf  doubles.  Les  tangentes  EH,  FG,  et  les  plans 
stationnaires  E(íH,  F(íH  sonl  aussi  des  élénients  doubles  et  par 
conséquent  le  tétraèdre  EFGH  a  pour  sommets  des  points 
doubles  de  la  projectivité  considérée.  Cela  étant,  soient  M,  N 
deux  points  de  la  courbe  C^^  i ;  la  projectivité 

(EFGHM...)7\(EFGHN...) 

conserve  l'hyperboloíde  S  et  la  courbe  Cpj^{ ;  car  le  tétraèdre 
EFGH  étant  donné  riiyperboloíde  et  la  courbe  sont  determines 
soit  par  le  point  !M,  soit  par  le  point  N.  Ainsi:  II  existe  une 
série  simplement  infinie  de  projeclivités  qui  conservent  la  courbe 
Cp_l_( ;  elles  onl  pour  éUments  doubles  E,  F,  G,  H  el  Vliomologue 
d'un  point  M  clioisi  sur  la  courbe  est  un  point  (juelconque  N  de 
celte  courbe. 
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66.  Parmi  ces  projectivilés  y  en  a  t'il  qiii  sonl  invohilives? 
I.es  sonimets  du  lélraèdre  EFílH  apparlenanl  ;i  Ihyperbo- 
loide  S,  aucun  d'eux  ne  peut  ètre  choisi  comine  centre  d'une 
honiologie  harinonique  qiii  conserve  S;  par  suite  il  faut  recher- 
cher  les  projeclivités  involulives  parmi  les  systèmes  involutifs 
gaúches: 

(EF,  GH),     (EH,  FG),     (EG,  FH). 

L'homologue  M'  du  pcjint  M  daus  le  système  iiivolutif  gaúche 
(EF,  GH)  appartieut  ;t  S  et  les  génératrices  m'  et  m  du  sys- 
tème (EG)  issues  de  ces  points  divisent  harnioniquement  les 
éléments  doubles  EG,  FH  de  la  projectivité  cyclique  (P).  Si  le 
nombre  p  est  impair  ces  génératrices  sont  les  origines  de  deux 
cycles  distincts  et  conjugues  de  (P).  Dans  la  correspondance 
établie  entre  la  projectivité  cyclique  (P)  cl  le  système  léglé 
(EH)  (6í)  ces  deux  cycles  ont  pour  homologues  deux  rayons 
de  (EH)  conjugues  par  rapport  à  EH  et  FG.  Le  point  M  ap- 
partenant  à  la  courbe  C^^^i,  le  rayon  homologue  du  cycle  (yn) 
est  la  seconde  génératrice  mi  de  È  issue  de  M;  mais  la  conju- 
guée  de  mi  par  rappoit  a  EH,  FG  est  la  seconde  génératrice  7n'i 
issue  de  M';  par  suite  ce  point  est  situe  sur  la  courbe  Cp_j_|. 
Ainsi:  La  coutbe  Cy,_j_i  est  coíise/vée  par  le  systhne  invohitif  gatiche 
, (EF,  GH)  si  p  est  impair. 

Au  contraire  si  p  est  pair  les  génératiices  m  et  m'  font  parlie 
du  mème  cycle  et  le  point  M'  n'esl  pas  situe  sur  la  courbe  C^,-f  i- 

Le  système  involutif  gaúche  (EH,  FG)  ne  consei-ve  pas  la 
courbe  0^,-^1,  car  la  droite  issue  de  M  et  s'appuYant  sur  les 
axes  EH,  F^G  est  une  génératrice  de  2,  qui  ne  rencontre  la 
courbe  qu'au  seul  point  M. 

L'homologue  M"  du  point  M  dans  le  système  involutif  gaúche 
(EG,  FH)  appartient  ;i  S,  et  les  génératrices  ?«"  et  m  du  sys- 
tème (EG)  issues  de  ces  points  divisent  harnioniquement  EG, 
FH.  Si  le  nombre  p  est  pair  ces  génératrices  font  partie  d  un 
mème  cycle  de  la  projectivité  (P)  et  le  point  M"  est  situe 
sur  Cy,|_i.  Ainsi:  La  courbe  Cy,_|_j  est  conserves  par  le  syslcme  ui- 
volutíf  í^dxiche  (EG,  F'H)  si  p  est  pai/. 

Au  conlrairc  si  /;  est  inqiair  les  généiatrices  i/i"  cl  //i  apj)ar- 
tiennent  ii  des  cycles  dillérents  et  le  point  M"  n'est  pas  sur  la 
courbe  C^^-i. 

67.  n.  Les  points  E,  F  se  correspondeiit  doublement.  Les  tan- 
gentes EH,  FG  el  les  plans  slationnaires  EGH,  FGH  se  corres- 
])ondenl  aussi  doublement,    |)ai'  suite  les  points  G    et  H  jouis- 
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sent  de  la  mème  propriété.  Cela  étaiit  soient  M,  N  deux  points 
de  la  courbe  C^-f-i,  la  projectivité  : 

(EFGHM...)7\(FEHGN..  .) 

conserve  rhyperboloide  S  et  la  courbe  Cp^i ;  elle  établit  entre 
les  éléments  de  chacun  des  systèines  régies  de  S  une  corres- 
pondance  involutive  et  par  suite  les  points  M  et  N  se  correspon- 
dent  doublement  et  la  projectivité  élablie  est  involutive.  Ainsi : 
//  existe  une  série  simpltmenl  infinie  de  projectivités  involulives  qui 
coíuervent  la  courbe  C^^-i;  elles  ont  pour  conples  d\'léments  homo- 
logues EF,  GH,  et  le  correspondant  d'un  poiní  M  choisi  sur  la 
courbe  est  un  point  qíielconque  N  de  celte  courbe, 

68.  On  designe  par  e,  cp,  7,  vj,  [J-,  v,  respectivement  les  plans 
EGII,  FGH,  GEF,  HEF  et  les  plans  osculateurs  en  deux  points 
quelconques  M  et  N  de  la  courbe  C^^i.  La  correspondance  : 

(EFGHM...)Ã(?^W---) 
étant  involutive  on   a : 

(EFGHM  £'f Y"1|J-)  Ã  (?2^T|A  FEHGMj. 
Mais  (67) 

(EFGIDI  £'ffr^iJ.)  7\  (FEHGM  <^rq-^\i) 
donc 

(FEHGM  cpa-^YIJ-) Ã  {'^-m"-  FEHGM) 

et  la  réciprocité  : 

(EFGHM...  )Ã(2?r'ÍI^-") 

est  involutive.  Dans  cette  réciprocité,  au  point  N  correspond  lo 
plan  V.  En  eíTet  on  a  le  systèine  polaire  : 


Mais  (07) 
donc ; 


(EFGHNii....)Ã(cp£yiY|xN...). 

(EFGHN|i...  .)7^(FEHGMv...) 
(FEHGM  V .  .  . )  7\ (<fs-/j7|j. N .  .  . ). 


Ainsi:  Si  a  tout  poi?it  de  la  courbe  Cp^^  on  fait  correspondre  le 
plan  osculai eur  a  la  courbe  en  ce  poinl  on  a  une  réciprocité  invo- 
lutive. 
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Celte  cori'es|K)ndaiice  i\e  peiít  ètre  une  polarilé  relalive  à 
ime  surface  dii  second  degi'é,  car  les  asvmj)lotiques  d'une  telle 
surface  sont  des  droites.  On  a  donc  un  systíme  focal. 

Remarque.  Si  p  est  iinpair  la  courbe  C^4-(  est  conservée  dans 
le  système  involutif  gaúche  (EP',  (jH)  (66j;  si  M  et  RI'  sont  deux 
poinls  correspondants,  la  tiroile  iMM'  s'appuyant  sur  les  droites 
EF,  GH  conjuguées  dans  le  système  focal  est  une  direclrice  de 
ce  système.  Par  suite  les  pl.ans  osculaleurs  aux  poinls  M,  IM.'  se 
coupent  suivant  la  corde  MINI'. 

69.  La  combinaison  du  système  fonal  et  d'une  projectivité 
involutive  de  la  série  (67)  est  un  système  polaire  qui  fait  cor- 
respondre  à  tout  point  de  la  courbe  C^-^i  un  plan  osculateur  à 
cette  courbe.  II  existe  donc  une  infinité  simple  de  tels  systèmes 
polaires. 

70-  La  combinaison  du  système  focal  et  d'une  projectivité 
de  la  série  (65)  est  une  réoiprocité  jouissant  de  Ia  mème  pro- 
priété  que  les  svslèmes  polaires  précédents.  Parmi  cette  infinité 
simple  de  lelles  réciprocités  y  en  a  t'il  cjui  sont  involutives? 
Soit: 

(EFGHN...)Ã(£'fFi!^---) 

Tune  tlelles  supposéc  involutive.  La  quadrique  direclrice  de 
ce  système  polaire  est  circonscrite  au  quadrilatère  gaúche 
EGFH  et  le  plan  polaire  [x  du  point  N  doit  contenir  Taxe  n 
du  faisceau  des  plans  polaires  du  point  N  par  rapport  a  toutes 
les  surfaces  du  second  degré  passant  par  les  còtés  de  ce  qua- 
drilatère. Cet  axe  n  joint  les  ti'aces  des  droites  EF,  GH  sur  le 
plan  langenl  en  N  à  rhy|)erboIoíile  de  !C,  et  est  une  direclrice 
du  système  fcjcal.  Le  point  de  contact  M  du  plan  osculateur  [x 
doit  donc  étre  situe  sur  n.  et  par  suite  en  l*un  des  points  d'in- 
tersection  de  la  droite  n  avec  riiyperboloide  II.  Ces  points  P,  Q 
sont  sur  les  génératrices  de  S  issues  de  N.  La  génératrice  NP 
a| 

P' 


ippartenant  au  système  (EG)  ne  rencontre  la  courbe  Cp^i  qu'au 
point  IN  donc  M  ne  peut  ètre  identicpie  a  P.  Le  point  Q  est 
séparé  liarmoniquemenl  de  N  sur  la  seconde  g;énéralrice  NQ 
par  les  génératrices  EG,  HF;  car  il  est  situe  sur  Taxe  du  fais- 
ceau des  plans  polaires  du  point  N.  Si  p  est  impair  le  point  Q 
n'apparlient  pas  à  la  courbe  C^fi;  au  contraire  si  p  est  pair  ce 
point  est  situe  sur  celte  courbe.  Ainsi:  Si  p  esf  pair  la  récipro- 
cilé 

(EFGHN...)Ã(£^YVi|i...) 
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est  involutive  si  (i  est  le  plan  osculaleur  a  la  courbe  Cp-j-i  au  poinl 
homologue  cie  N  daiis  le  syslème  involutif  gaúche  (EG,  FH). 

71.  Toute  réciprocilé  qui  ("ait  correspondre  à  un  point  de  la 
courbe  C^-ji  un  plan  osculateur  à  la  mème  courbe  renlre  dans 
Tune  des  séries  (69,  70);  car  la  conibinaison  de  celte  récipro- 
cilé et  du  SYStème  focal  est  une  projectivité  qui  conserve  la 
courbe  Cp^[  (*). 


(•)  Le  cas  p  =--  2  (cubique  gaúche)  a  été  traité  par  Chasles,  Cremona, 
ScuKOETEK,  etc. ;  voir  notre  mémoire :  Les  imaginaires  en  géométrie  {M.  A. 
R.  de  Belgique,  t.  xlix,  1894).  Le  cas  |9  =  3  (biquadratique  gaúche  ra- 
tionnelle  avec  2  points  stationnaiies)  a  été  étudié  analytiquement  par 
Ckemona  {R.  Ijombardo,  1868)  qui  établit  rexiatence  du  système  focal; 
par  Weyr  (Idem,  1871),  par  Del  Re  (Atti  di  Torino,  1887).  Dans  la  re- 
cherchedes  réciprocitéHqui  conservent  Cj  ce  deruier  supposc  connue  Texis- 
tence  du  système  focal. 


EXTRAIT  DUNE  LETTRE  A  F.  GOMES  TEIXEIRA 


PAR 


M.  E.   TURRIÉEE, 

à  Poitiers 


.)'ai  léfléchi  ii  la  question  que  voiis  venez  tle  me  signaler  et 
qui  concerne  la  dénoiíiination  ({u'il  conviendrait  cradopter  pour 
les  courbes  transcendantes  associées,  au  tilre  de  courbes  linjiles, 
aux  laniilles  de  courbes  algébriques-interscendantes. 

II  est  certain  <jue  celte  considéralion  des  courbes  limites  est 
des  plus  inléressanles,  dans  Tétude  des  courbes  transcendantes 
spéciales:  des  exenq^les  déja  signalés  le  prouvent  suffisamment. 
J'espère  d'ailleui's  oblenir  prociíainement  des  resultais  sur  cette 
méme  question  qui  donneront  encore  plus  d'imporlance  à  ces 
courbes  limites. 

Je  ne  vois  aucun  inconvénient  à  adopter  le  terme,  que  vous 
me  proposez,  de  couibe  transcemlante  singidièrc  atlachre  a  une 
famille  de  courbes  olgcbt  iques-inier&cendanles ;  en  précisant  bien 
qu'il  ne  s'ag;it  nullement  des  courbes  singulières  des  écjuations 
diflérentielles,  aucune  confusion  n'est  à  craindre:  quoique  la 
théorie  des  courbes  transcendantes  soit  intimement  liée  à  Tétude 
des  équalions  diííérentielles  ralionnelles,  d'après  les  travaux  de 
IM.  GiNo  LoRiA  noiamment,  Tabsence  de  tout  lien  entre  l'inté- 
grale  singulière  d'une  telle  équation  difFérentielle  rationnelle  et 
les  courbes  limites  des  familles  de  courbes  algébriques  inters- 
cendantes  nous  autorise  parfaitement  \\  introduire  et  utiliser 
lexpression  precedente,  qui  est  parliculicrement  simple  et  signi- 
ficative. 

Au  sujet  de  ces  courbes  transcendantes  singulières,  associées 
aux  familles  de  courbes  algébriques-interscendantes,  i'ai  fait 
récemment  quelques  remaiques,  (|ui  vous  inléresseront  cerlai- 
nement. 

Vous  connaissez  la  coui'be  dite  de  moindre  résistance,  qui  étu- 
diée  primitivemcnt  par  Nf.wton  [Principia,  Lib,  n,  Sect.  vii, 
Prop.  34),  fut  ensuite  considérée  par  divers  géomètres  des  plus 
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illuslrcs:  le  Maiíjuis  de  rilopiiAL,  Jean  Bkiinoli.i.i,  Sii.vauella, 
Legendre  (l);  elle  est  déHnie  par  Téqualion  diírérentiellc  ration- 
uelle: 

(i±y!)i. 

c'est  donc  une  courbe  paiialgébiique ;  rintégralion  de  celle 
é([uati()n  diflérenlielle  conduit  aux  expressioiís  siiivantes  des 
coordonnées  d'iin  poiíu  couiant  de  la  courbe  de  nioindre  résis- 
tance,  en  fonclion  du  paramètre  ?/': 


^^'^  \J^  ^  V^  "^  '^^"  ^')  ^  ^°"^'' '  ^  ^ " 


Si  plus  généraleuient,    ou  considérait  léqualion    diflérenlielle: 

dans  laquelle  figure  un  nombre  constanl  cl  arbiiraire  /,  on 
Irouverait: 

^  =  ky>k-^.  +  2  (^:  +  2)  y.*  +  (^-  +  4)  y  H2 ; 

de  sorle  que,  dans  tous  les  cas  diíTéicnts  de  ceux  pour  lesquels 
le  nouibre  conslant  k  a  Pune  des  Irois  valeurs  1,  —  1  ou  — 3, 
rinlégration  donne  les  expressions  suivanles  des  coordonnées 
courantes  de  la  courbe  définie  par  Téqualion  différenlielle  pre- 
cedente: 

elles  uiontrent  que  celle  courbe  esl  algébrique  lorsque  le  para- 
mélre  k  esl  rationnel  el  diflérent  de  Pune  des  trois  valeurs  pré- 
cilées;  lorsque  ce  niènie  nombre  k  esl  irralionnel,  la  courbe  est 
transcendante,  c'est-'a-dire  interscendanle.  Nous  sommes  ainsi 
en  présence  d'une  famille  simple  de  courbes  algébriques- 
inlerscendantes,  qui  oíTre  une  curieuse  particularilé:  ;»  celte 
famille,  en  eíFel,  se  rallachenl  trois  courbes  Iranscendantes  sin- 


(1)  GiNo  LoRiA,  Spezielh  ebene  Kurven,  t.  ii,  p.  21(). 
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gulières,  au  sens  que  nous  adoptons:  Pune  de  ces  trois  courbes 
transcendantes  singulières  est  la  ( ourbe  méridienne  du  solide 
de  nioindre  résistance.  Cette  remarque  esl  des  plus  interes- 
santes puisque  elle  concerne  une  courbe  célebre,  et  puisque 
elle  nous  conduit  nalurelleinent  à  la  considération  des  tániilles 
de  courbes  algébriques  interscendantes  possédanl  plusieurs  li- 
mites. 

Pour  la  valeur  —  3  du  paramètre  /,  la  courbe  est  préci- 
sément  la  courbe  de  moindre  résistance.  Pour  la  valeur  1  du 
méme  paiamètre,  ou  oblient  les  expressions  suivanles  des  coor- 
données : 

X  =  log  y  +  3^2  +  ^  y 4  ^  const.  •,    3/  =  y  +  2^3  +  y'^. 


Pour  Ia  valeur  —  1  enfin,  on  se  trouve  en  présence  de  la  courbe 
transcendante : 

13  1 

a?  =  2  log  y  +  -—  +  y  2/'H  const.;    3/  =  rr  +  ^'  +  V'^' 

Déjà,  à  propôs  des  courbes  de  poursuite,  j'avais  remarque 
Texistence  de  tleux  courbes  transcendantes  associées ;  ces 
courbes  de  poursuite  définies,  en  eííet  par  Téquation  générale: 

m-{-\  c  (m  —  1 ) 

donnent  lieu  aux  deux  courbes  singulières : 

m=l  :     2v=      -Ti loffíc, 

7?í  =:  —  1    :    '2y  = ^ — \-  c  log  X ; 

ainsi  que  vous  le  faites  observer  dans  volre  dernière  leltre,  par 
un  simple  clian^ement  de  coordonnées,  il  est  possible  de  s'as- 
surer  que  Pon  se  trouve  en  présence  de  courbes  singulières 
altachées  à  la  famille  de  courbes  de  poursuite  algébriques- 
inlerscendanles.    Mais  comme   en  changeant   la  constante  c  en 

,   les  deux  courbes  considérees   se   transforment  Tune  en 

c 

Taulre,  elles  sont  par  suite  idenliqucs;  Texemple  précédemment 
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envisag^é  est  aulrement  important  puisque,  fl;ins  ce  cas,  les 
courbes  singulières  au  nnnibre  de  trois  sont  essentiellemenl 
distinctes  entre  elles. 

II  est  aisé  de  fonuer  ainsi  des  exemples  de  familles  de  courbes 
algébiiqnes-inlerscendantes  douées  de  plusicurs  courbes  trans- 
cendantes  siugulières  :  on  peut  nième  trouxer  des  familles  sim- 
ples à  un  nombre  quclconque  imposé  ii  priori  de  courbes 
singulières:  il  suffit  de  prendre,  par  exemple,  les  couriícs  inté- 
jjrales  de  Téquation  diiréreiílielle  suivante: 

qui  est  une  extension  de  celle  que  jai  considérée  précédem- 
menf,  je  suppose  que,  dans  cette  équalion  diíTérentielle,  m  eV  k 
sont  deux  constantes  indépendantes ;  la  preinière  m  est  essen- 
tiellement  un  nombre  entier  positif;  quant  ;i  la  seconde  /•,  c'est 
un  nombre  algébrique,  réel  et  absolument  quelconque.  Dans 
ces  condiíions,  il  est  manifeste  que,  le  développement  de  la 
déiivée  de  la  coordonnée  x  par  rapport  à  la  variable  y'  étant 
un  certain  polynomc  entier,  ou  uno  somme  d'un  nonibie  fini 
de  termes  de  la  forme  y'f\  on  obliendra  poui"  Tabscisse  x  une 
expression  de  mème  nalure,  sauf  pour  des  valeurs  singulières 
du  paramètre  /  (en  supposant  imposée  une  valeur  entière  et 
positive  du  nombre  m).  Ces  valeurs  exceptionnelles  de  k  sont 
celles  qui  inlroduisent  des  logarilhmes  dans  Texpression  de 
Tabscisse,  ce  sont  donc  les  valeuis  enlières  suivantes : 

I ,     —  1 ,     —  3 ,     —  2m  -{-  1 . 

Pour  terminer  cette  leltre  déjà  suffisamment  longue,  je  vous 
ferai  connaitre  des  resultais  intéressants  qui  serviront  a  illus- 
trer  la  théorie  precedente;  comme  je  me  propose  de  revenir 
três  prochainemcnt  avec  plus  de  details  sur  les  questions  que 
je  vais  envisager,  je  me  bornerai  à  résumer  ces  recherches. 

Dans  un  récent  ouvrage,  tout  particulièrement  intéressant, 
MM.  Ch.  Jordan  et  R.  Fiedler  (•)  ont  été  amenés  à  la  considé- 
ration  dune  courbe  quils  ont  nommée  la  radiale  langenlielle; 
tandis  que  la  radiale  de  Tíícker  est  le  lieu  des  exlrémilés  de 
vecleui's  équipollents  aux  rayons  de  courbure  dune  courbe 
donnée,  vecteurs  ayant  une  origine  íixée,  la  radiale  laiigentielle 
est  Tantipodaire  de  la  radiale  par  rapport  aú  poinl   lixe;  entre 


(1)  Contrihution  à  Vétnde  des  courbes  convexes  fermées  et  de  certainea  courbe» 
qui  8'y  ratlachent,  p.  27. 
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une  courbe  et  sa  radiale  tangentielle  on  établit  donc  une  cor- 
respondance  à  tangentes  parallèles;  on  peut  se  pioposer  de 
determinei"  les  courbes  particulières  qui  sont  telles  que  leur 
radiale  tangentielle,  par  lappoit  ii  Torigine,  soit  une  courbe 
boniolliétique:  on  obtient  ainsi  la  faniille  de  courbes  déjà  ren- 
contrée  par  Puistux:  les  épicycloides  algébriques  ou  interscen- 
danles,  et  des  courbes  transcendantes  qui  se  rettachent  aux 
precedentes  à  Taide  des  iniaginaires;  entre  ces  deux  faniiiles 
de  courbes,  se  place  Ia  développante  de  cercle:  c'est,  en  d'au- 
tres  ternies,  une  faniille  de  courbes  interscendantes  générales, 
au  sens  que  j'ai  defini  dans  une  lettre  aniérieure  (*). 

Je  me  suis  proposé,  d'une  inanière  analogue,  de  déterminer 
les  couibes  telles  que  leur  arcuide  soit  une  courbe  honiotbé- 
tique,  Je  trouve  ainsi  une  faniille  de  courbes  algébriques  ou 
interscendantes:  si  le  rapport  d'hoinotliétie  est  une  nombre  ra- 
lionnel,  les  courbes  sont  algébiiques;  sinon  elles  sont  inters- 
cendantes; dans  le  cas  précédent  de  la  ladiale  tangentielle, 
lorsque'on  iniposait  la  condition  d'égalilé  avec  superposition 
entre  la  courbe  et  sa  radiale  tangentielle,  on  obtenait  la  courbe 
transcendante  singulière  de  la  faniille:  la  développante  de  cercle; 
de  mème  actuellement,  en  imposant  Tégalité  avec  superposition 
(c'est-à-dire  en  attribuant  au  rapport  dhoniotliétie  la  valeur  I) 
et  en  imposant  Tégalité  par  syméirie,  on  obtient  deux  cas  sin- 
guliers  pour  lesquels  la  courbe  à  déterminer  est  transcendante: 
c'est  donc  là  un  curieux  exemple  de  faniille  de  courbes  algé- 
briqucs-interscendantes  possédant  deux  courbes  singulières. 

'I\)utes  ces  remarques  niettent  bien  en  évidence  1'importance 
de  la  théorie  de  Tinterscendance  généralisée  et  des  courbes 
singulières  attacbées  aux  familles  de  courbes  algébriques-inters- 
cendantes.  J'espère,  en  continuant  à  réfléchir  sur  ces  questions, 
élucider  un  certain  nombre  de  points  qui  méritent  d'étre  élu- 
diés :  Ja  détermination  de  Tordre  de  la  courbe  singulière,  Texis- 
tence  ou  la  non-existence  de  courbes  transcendantes  iiréducti- 
bles  à  des  limites  de  familles  de  courbes  interscendantes 

Poitiers,  le  12  Avril  1913. 


(1)   Sur  la  notion  de  courbe  interscendante.  (Annaes  Scient.  da  Acad.  Polyt. 
do  Porto,  viii,  pp.  111-115). 


SUR  UNE  GÉNÉRALiSATION 
ALGÉBRICOINTERSCENDANTE  DE  LA  TRACTRICE 

(Extrait  d'une  lettre  adressée  à  F.  Gomes  Teixeira) 


PAR 


M.   E.   TURRIÈRE, 

à  Poitiers. 


Je  vous  récris  au  sujet  d'une  des  questions  qui  nous  inté- 
ressent  tout  particulièrement :  le  concept  des  courbes  interscen- 
dantes  de  Leibniz. 

Dans  une  leltre,  en  date  du  18  Mai  courant,  Monsieur  H.  Bro- 
CARD  vienl  de  m'engager  à  reprendre  Tétude  d'une  question 
coimue,  posée  et  résolue,  en  1908,  dans  une  Revue  pour  les 
élèves  de  Mathéniatiques  Spéciales  mais  «qui  vaut  la  peine» 
d'èlre  étudiée  sous  un  jour  plus  scientifique  et  d'une  manière 
plus  approfondie. 

II  sagit  de  determinei"  les  trajecloires  orthogonaies  d'un  sys- 
tème  de  cercies,  langents  a  deux  droites  rectangulaires  don- 
nées.  La  solution  est  constiluée  par  des  courbes  interscendantes; 
la  iranscendance  de  ces  courbes  est  précisément  due  à  la  pré- 

sence  de  Texposant  v  2,  tout  comnie  dans  Texemple  de  courbe 
interscendante  donné  par  Leibmz,  Euler,  Cramer,  Salmon,  M.  Gino 
LoRiA,  M.  H.  Brocard  . .  . 

J'ai  donc  repris  celte  question.  Aux  cercies  tangents  à  deux 
droites  rectangulaires,  j'ai  substitué  la  famille  plus  générale  de 
cercies  ayant  deux  tangentes  quelconques  communes,  réelles  ou 
non:  cette  généralisation  consiste  donc  à  envisager  un  système 
de  cercies  déduits  dun  cercle  fixe,  par  une  liomotbciie  de  pòle 
délerminé  et  de  rapport  arbiti*aire.  L'introduclion  de  cette 
hypothèse  plus  générale,  loin  de  conipliquer  les  calculs  et  les 
resultais,  conduit  à  des  conséquences  du  plus  grand  intérèt, 
ainsi  que  vous  allez  en  juger.  Voici  les  principaux  de  ces  ré- 
sultats: 

A,  —  La  forme  de  Téqualion  générale  des  Irajectoires  ortho- 
VoL.  VIII  —  N,°  4  1 
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gonales  n'est  guère  plus  compliquée,  dans  le  cas  general,  que 
dans  celui  des  droites  imposées  rectangulaires.  L'introduction 
des  coordonnées  tangentielles  de  IIesse  perinet  de  representei* 
assez  simplement  ces  coiirbes  trajectoires:  ce  résultat  est  a  re- 
marquer;  c'est  en  eíTet  le  premier  exemple  de  recherche  tan- 
gentielle  de  courbes  trajectoires  orthogonales.  Le  nombre  de 
courbes  trancendantes  d'équations  tangenlielles  simples  est 
d'autre  part  três  limite,  relativement  aux  équations  ponctuelles: 
je  ne  coimais  guère,  paruii  les  courbes  transcendantes  planes 
reniarquables,  que  la  spirale  logaritbmique,  les  cycloides,  la 
chainetle  et  plus  généralement  les  courbes  de  Ribaucodr,  la  tra- 
ctrice,  la  spirale  byperbolique . . .  conune  ayant  été  envisagées 
sous  un  jour  tangentiel.  Alors  que  les  courbes  transcendantes 
ont  été  souvent  considérées  comme  lieux  de  points,  il  existe 
três  peu  de  traces  de  recbercbes  tangentielles.  L'exemple  de 
génération  tangentielle  de  la  chainette,  qui  est  cite  dans  Tou- 
vrag-e  de  M.  GrNO  Loria  {Spezielle  ebene  Kurven,  2®  ed.,  tom.  2, 
Leipzig-,  1911,  pagg.  328  et  329)  et  dans  les  Exercices  et  coin- 
plémeyits  de  malhémalicjues  ^énévales,  de  M.  H.  Bouasse  et  de 
moi-méme  (Paris,  1912,  pag.  240)  prouve  suffisamment  combien 
des  considérations  tangeu tielles  touchant  les  courbes  transcen- 
dantes planes  spéciales  peuvent  parfois  présenter  d'intérêt. 
Dans  le  cas  actuei,  les  coordonnées  tangentielles  conduisant  à 
des  calculs  et  a  des  formules  plus  simples  qu'en  coordonnées 
ponctuelles,.  j'ai  cru  devoir  leur  donner  la  piéférence. 

B.  —  La  famille  de  trajectoires  trouvées,  considérée  comme 
dépendant  dun  cerlain  paramètre,  est  une  famille  algébrico- 
interscendante  de  courbes  planes.  Pour  les  valeurs  rationnelles 
de  ce  paramètre,  les  trajectoires  sont,  en  effet,  des  couibes  algé- 
briques;  aux  valeurs  irrationnelles  de  ce  mème  paramètre,  cor- 
respondent,  au  contraire  des  courbes  interscendantes.  II  est  três 
curieux  de  constater  que  les  courbes  trajectoires  ortliogonales 
des  cercles  tangents  à  deux  droites  données  rectangulaires  sont 
transcendantes,  alors  que  ces  mèmes  trajectoires  ortliogonales 
peuvent  élre  algébriques  pour  une  infinité  de  cas  analogues, 
mt)yennant  un  choix  convenable  de  Tangle  des  deux  tangentes 
fixes:  c'est  ainsi  que  lorsque  cet  angle  est  de  60  degrés,  les 
trajectoires  sont  toutes  algébriques. 

C  —  Mèmes  conclusions  concernant  les  courbes  radiales  des 
trajectoires  precedentes,  les  développées  et  les  podaires  de  ces 
mèmes  trajectoires. 

D.  —  Les  Annaes  da  Academia  Polylechnica  do  Porlo  ont  déjà 
publié  des  recbercbes  relatives  à  une  généralisation  de  la  tra- 
ctrice  ordinaire  dlluYGENs  (tom.  vi,  1911,  n."  3,  pagg.  155-1G5, 
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DuRAN  LoniGA,  Sobre  uma  curva  transcendente;  tom.  vii,  1912, 
n.o  1 ,  pagg:.  46-50,  Virgi.mo  Retali,  Sur  une  courbe  transcendante). 
Les  courbes  que  je  viens  de  signaler  sont  de  nouvelles  généia- 
lisations  de  la  tractrice,  puisque  celle-ci,  ainsi  que  vous  le  lap- 
pelez  aux  pages  22  et  23  de  voire  second  tome  du  Trailé  des 
courbes  spéciales,  est  la  trajectoire  orlhogonale  des  cercles  tan- 
gents  à  deux  droites  parallèles  données.  (Voir  aussi  le  Réper- 
toire  de  courbes  de  M.  H.  Bkocard,  t.  i,  pag.  275). 

Si  Ton  désire  aprofondir  la  nature  de  la  généralisation  qui 
precede  de  la  tractrice  d'HuYGE.\s,  on  est  conduit  à  considérer 
la  courbe  tractrice  comme  étant  Ia  courbe  transcendante  sin- 
gulière  qu'il  convient  d'associer,  au  titre  de  limite,  à  une  cer- 
taine  famille  algébrico-interscendante  qui  est  constituée  avec  les 
courbes  trajectoires  ortliogonales  que  j'étudie, 

Après  ce  résumé  succinct,  j'aborde  Tétude  détaillée  de  ces 
diverses  questions. 

Je  considere  donc  une  íamille  de  cercles  déduits  par  homo- 
thétie  d'un  cercle  fixe;  le  pòle  d'homothétie  est  un  point  fixe  O, 
qui  será  pris  pour  origine.  II  y  a  tout  intérèt  à  mettre  en  évi- 
dence  les  bissectrices  des  deux  tangentes  données,  c'est-a-dire 
la  ligne  des  centres  des  cercles  et  la  perpendiculaire  a  cette 
ligne,  au  point  O  :  cette  ligne  des  centres  est,  en  efíet,  une  tra- 
jectoire parliculière  des  cercles  et  cette  trajectoire  est  double. 
L'emploi  des  coordonnées  polaires  est  évidemment  préférable 
h  celui  des  coordonnées  ordinaires,  puisque  la  famille  des  cer- 
cles est  invariante  pour  deux  transformations  infinitésimales 
particulières:  1'homothétie  de  pòle  O  et  Tinversion  de  méme 
pòle;  Texislence  de  chacune  de  ces  deux  transformations  infini- 
tésimales entraine  la  réductibilité  à  une  quadrature  au  plus  de 
Téquation  diíTérentielle  du  premier  ordre  dont  dépendent  les 
trajectoires  orthogonales  des  cercles.  Pour  cette  raison,  Temploi 
des  coordonnées  polaires  s'impose  logiquement  a  piiori:  les 
variables  polaires  doivent  nécessairement  se  séparer;  la  cons- 
tante arbitraire  interviendra  sous  forme  additive  dans  l'expres- 
sion  de  logr;  en  d'autres  termes,  les  trajectoires  ortliogonales 
des  cercles  constitueront,  elles  aussi,  une  famille  de  courbes 
homothétiques;  cette  famille  de  courbes  trajectoires  ortliogo- 
nales será  d'ailleurs  invariante  à  Tégard  d'une  seconde  trans- 
formation  infinitésimale:  Tinversion  infinitésimale  de  pòle  0. 

Soit  donc  une  famille  de  cercles  de  centres  situes  sur  Taxe 
polaire  et  dont  les  tangentes  issues  du  pòle  O  sont  fixes  et  font 
Tangle  2a;  d'une  manière  precise,  je  suppose  que  chacune  de 
ces  tangentes  est  inclinée  de  Tangle  a  sur  Taxe  polaire. 
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L'équation  polaire  de  ces  cercles  est: 

r^  —  2)ir  cos  6  +  X-  cos^  a  =  O ; 

d'oíi  resulte  leur  équation  diíTérentielle: 

dr  \  ^  úv?  d 


cld 


cos^Ô  —  cos^a  * 


Pour   écrlre   réquation   diftérentielle,    en   coordonnées  polaires 

des   courbes    irajectoires   orthogonales,    il    suffit   de   substituer 

dd     ,      dr  .  , 

umquement   — r —j—   a   — j^r,  dans   i  equation  precedenle,  sans 
dr  rdO 

toucher  ni  à  r  ni  à  Tazimut  Q.  Cette  équation  diíTérentielle  des 

trajectoires  orthogonales  est  ainsi  la  suivante : 


(1) 


dr  \  ^       cos"^  d  —  cos^  a 


dd 


sin^  6 


coinme  je  Tavais  prévu,  les  variables  se  séparent  et  Tintégration 
de  cette  équation  diíTérentielle  est  réductible  a  une  quadrature: 


Log  ?•  =  + 


/ 


V  cos^  d  —  cos-  a 
sino 


dd  +  const. 


Pour  obtenir,  en  termes  íinis,  les  expressions  des  coordonnées 
polaires  du  point  courant  d'une  trajectoire  particulière,  il  suííit 
d'introduire  un  paramètre  auxiliaire;  ce  será  Tamplitude  u  dé- 
finie  par  la  relation: 


(2) 

On  a  alors : 


cos  6  =  cos  a  .  eh  u. 


f   cos^  a  .  sh-  u      j  ,  n  r  sin^  a  .  du 

Log  r  =  / 5 j^ du  =  u  +  2  / ^     ,  .  ^ — — r 

J  cos^  a  eh-  u  —  1  J  cos*^  a  (cli  Zu  -f- 1 


)-2' 


c*est-à-dire 

(3) 


r  =  e" 


e2"-tang    ^^       2 


.2u_cotg2  (j-jj_^ 


sin  a 


X  const. ; 


les  équations  (2)  et  (3)  déíinisscnt  entièrement  la  courbc  traje- 


fe 


1 
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ctoire;  la  constante  arbitraire  d'intégralion  est  en  facteur  dans 
Texpression  du  rayon  vecteur  r  en  fonction  de  Taziniut:  les 
trajectoires  orthogonales  sont  bien  des  courbes  honiothétiques 
par  rapport  au  pôle  0. 

Aux  formules  (2)  et  (3),  il  convient  de  substiluer  des  for- 
mules plus  générales,  en  remplacant  sina  par  un  paramètre 
constant  k,  toujours  réel,  mème  si  les  deux  tangentes  imposées 
sont  imaginaires  conjuguées :  on  obtient  aisément  les  expres- 
sions  suivantes: 

(2')  cose=  l/l-/í-2ehw, 

(3)  -         '-^"(inir=7J  ^^°"^'-' 

ces  dernières  formules  seraient  particulièrement  avantageuses 
pour  étudier  le  cas  oú  les  cercles  homothétiques  ont  tous  le  pòle  O 
à  leur  intérieur-,  k  est  alors  un  nombre  réel,  landis  que  certaines 
des  lig-nes  trigonométriques  de  Tangle  a  sont  alors  imaginaires. 
Pour  avoir  Téquation  polaire  elle-même  de  la  trajectoire 
orthogonale,  il  conviendrait  maintenant  déliminer  Famplitude  u 
entre  les  deux  formules  qui  expriment  respectivement  les  deux 
coordonnées  polaires  r  et  6  en  fonctions  de  cette  amplitude  w: 
cette  élimination  se  fait  sans  diflticulté;  mais  elle  offre  Tineon- 
vénient  de  donner  lieu  h  des  calculs  d'élimination  sans  intérét 
et  de  conduire  à  une  équation  déíinitive  encore  moins  interes- 
sante. Aussi  vais-je  représenter  la  courbe  trajectoire  par  une 
équation  autrement  simple  et  remarquable.  Je  concluerai  aupa- 
vant  des  resultais  des  calculs  qui  précèdent  que  les  trajectoires 
sont  des  courbes  algébriques  lorsque  le  paramètre  k  est  un 
nombre  rationnel;  lorsqu'au  contraitre  ce  mème  paramètre  est  un 
nombre  irrationnel,  rélimination  conduit  à  une  relation  inters- 
cendante.  La  courbe  est  alors  panalgébrique.  Les  deux  exemples 
suivants  peuvent  élre  donnés :  lorsque  les  deux  tangentes  sont 

reclanfifulaires,    on   doit   poser  k=^—y=,   d'oíi  Ton  déduit   une 

i/2 

équation  transcendante.  Lorsque  Tangle  des  tangentes  est  60  de- 
grés,  on  doit  prendre  ^  =  — ;  d'oCi  des  courbes  algébriques. 


Reprenons   le  mème  problème,    en  remarquant  que  les  tra- 
jectoires orthogonales  jouissenl  d'une  première  propriété  géo- 
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niétrique  simple :  solt  M  un  point  courant  de  lune  des  traje- 
ctoires-,  soit  MT  la  tangente  ;i  cette  irajectoire  en  M;  la  trace  T 
de  cette  tangente  sur  1'axe  polaire  est  le  centre  d'un  des  cer- 
cles  du  syslènie  considere,  orthogonal  en  M  à  la  trajectoire  en- 
visagée;  soit  T'  le  point  de  contact,  avec  Fune  des  tangentes 
iniposées,  de  ce  cercle;  on  a: 

IV1T  =  TT',     Tr  =  OT.sina; 

d'oíi  resulte  que  le  rapport  de  la  tangente  MT  h  la  trajectoire 
au  segment  OT  intercepte  sur  laxe  polaire  est  un  nonibre 
constant: 

MT-=OT.sina; 

ou  plus  généralemcnt; 

(4)  MT  =  OT./í^. 

II  resulte  de  cette  relation  (4)  que  si  Ton  introduit  la  proje- 
ction  orthogonale  M'  de  M  sur  1'axe  polaire  et  celle  P  du  pòle 
sur  la  tangente  MT  à  la  t)'ajectoire,  on  a  aussi: 

(5)  MM'  =  /-.OP; 

il  suffit  à  cet  eífet  de  considérer  les  deux  triangles  rectangles 
OPT  et  MMT,  qui  sont  évideninient  seniblables  entre  eux. 

Nous  avons  ainsi  une  propriété  caractéristique  des  courbes 
trajectoires,  qu'il  est  possible  de  mettre  sous  l'une  ou  Tautre 
des  deux  formes  (4)  et  (5)  precedentes,  ou  encore  sous  la  troi- 
sième  forme  suivante: 

sin6  =  X-.siu  V, 

dans  laquelle  V  designe  Tangle  de  la  tangente  MT  avec  le  rayon 
vecteur  OM.  Cette  propriété  caractéristique  des  courbes  traje- 
ctoires est  linterprétation  géométrique  de  leur  équation  diffe- 
rentielle  du  premier  ordre:  il  est  cVailleurs  aisé  de  la  retrouver 
analytiquement,  h  Faide  de  !  équation  diíTérenlielle  (1). 

La  relation  extrémement  simple  (5)  élablie  entre  Tordonnée 
MM'  =  y  de  la  courbe  trajectoire  et  la  distance  OP  ==  ur  du  pòle 
a  la  tangente  courante  permet  de  former  immédiatement  Péqua- 
tion  de  cette  courbe;  on  sait,  en  eílet,  que,  dans  le  système  de 
coordonnées  tangentielles  de  Hesse,  c'est-à-dire  dans  celui  oíi 
la  tangente  courante  est  représentée  par  Téqualion: 

X  cos  «p  +  2/  sin  (p  =  oa, 
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la  fonction  w  n'est  aulre  que  la  distance  algébriíjue  du  pòlc  à 
la  tangente  couranle-,  les  expressions  des  deux  coordonnées 
courantes  x  e\.  y  étant  d'autre  part 

dxx5    .  .  dm 

x  =  w  cos  9 , —  sin  'j/,     y  =  Tr5  sin  ©  H — -. —  cos  'j>, 

'        í/cp  '  '        tícp  ' 

on  peut  en  conclure  la  relation  générale  suivante: 

o       d    í    m 


y  =  cos"  (O  — p-     

'   f/çp    \  COS  çp 

considérons  alors  une  courbe  inconnue  et  a  déterminer  par  la 
propriété  caractéristique  suivante:  Tordonnée  en  un  point  cou- 
rant  est  proportionnelle  h  une  certaine  puissance  de  la  distance 
de  l'origine  O  à  la  tangente  courante : 


m' 


k.y; 


en  tenant  compte  de  la  relation  générale  qui  vient  d'être  sig- 
nalée,  entre  Tordonnée  et  les  éléments  tangentiels,  cette  équa- 
tion  devient  une  cei'taine  équation  difíerentielle  du  premier 
ordre  qui  peut  ètre  mise  sous  la  forme  suivante: 

A^—  ( I  =    X  cos«^  (O ; 

a(^  \  cos  Cp  /       \  cos  çp  / 

en  exceptant  le  cas  pour  lequel  n=  1,  on  obtient  inimédiate- 
ment  la  relation  suivante,  dépendant  d'une  quadralure,  et  qui 
n'est  autre  que  Téquation  polaire  tangentielle  des  courbes  dé- 
sirées : 

1-^  (-^-)  *"  =  C  +/C0S-2  cp  4  ; 
1  — n  Vcoscp/ 

C  est  une  constante  arbitraire  d'intégration.  Pour  n  enlier,  su- 
périeur  à  1 ,  les  courbes  obtenues  sont  évidemment  des  courbes 
algébriques;  pour  7i=^\,  on  se  trouve  dans  un  cas  singulier 
que  je  vais  examiner  dans  un  instant;   pour?i  =  0,  la  relation 

TD^  =  k  .y 

devient  ?/  =  const. ;  elle  conduit  h  des  courbes  sans  intérèt; 
mais  si  Ton  écrit  cette  relation  sous  la  forme  analogue  mais  non 
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equivalente 

■i(m«-l)  =  %, 

ont  est  conduit  a  examiner  le  cas  limite  suivant: 

logm  = /?•.?/, 

pour  lequel  rintégration  est  beaucoup  plus  compliquée. 

Pour  toutes  les  autres  valeurs  de  n,  les  courbes  sont  transcen- 
dantes.  Pour  n  infini  enfin,  il  y  a  lieu  de  transformei'  la  relation 
de  définition  en  la  suivante,  qui  en  est  la  limite : 

TX5  =  k  .  log  ?/; 

dans   ce  dernier  cas,  Tintégration  est  encore  três  compliquée. 

En  résumé,  la  discussion  precedente  met  en  évidence  trois 
cas  limites:  ceux  qui  correspondent  respectivement  aux  va- 
leurs O, CO  de  n  et  celui  n=\\  ce  dernier  cas  est  précisément 
celui  qui  m'intéresse  tout  particulièrement,  celui  des  courbes 
trajectoires  de  la  famille  de  cercies  homothétiques. 

L'équation  différentielle  s'écrit  alors : 

m     \  li 


í/tp   \  cos  Cp  /        cos  çp 

d'oíi  son  intégrale  générale: 

(Cp  %\ 

y +  yj, 

dans  laquelle  ujo  est  la  constante  arbitraire  d'intégration;  le 
role  de  cette  constante  est  évident:  toutes  les  intégrales  sont 
homotbétiques  de  Tune  quelconque  d'entre  elles,  par  rapport 
au  pòle  0. 

L  équation  polaire  langentielle  qui  vient  d'ètre  oblenue  est 
assurément  plus  simple  que  celle  des  mèmes  courbes  en  coor- 
données  polaires  ordinaires;  pour  retrouver  celle-ci  d'ailleurs  à 
partir  de  Téqualion  tangentielle,  il  suffit  deffectuer  des  calculs 
un  peu  longs  peut-être,  mais  sans  difficultés:  de  1'équation  (6), 
en  eíTet,  résultent  les  formules  suivantcs  (avec  í0o=  1): 

—  =  (^-sm<p).tang'^(^^  +  -j; 

a;  =  (l-/ísincp).tangM|-  +  -^j;     ?/ =  ^- cos  cp .  tang*^ /|- +  ^j , 
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qui  elles-mémes  entraínent  les  suivantes: 

en  introduisant  alors  le  paramètre  u  de  la  relation  (2'),  c'est-a- 
dire  encore  en  posant: 


cose  =  chw.  i/l— ^2^ 
il  vient: 


^(/--sincp)  /_^-^ncp+^^ 

^^''~    l-/[sincp    '      '-V  r^lã  ' 

et   de  ces  dernières   relalions,   il   est  aisé   de  conclure   la   for- 
mule (3'). 


Linlroduclion  des  coordonnées  polaii^es  tangentielles  perniet 
de  ratlacher  aiix  irajectoires  orthogonales  considérées  plusieurs 
courbes  conslituant  des  faniilles  algébrico-interscendantes;  tout 
d'abord  il  convient  que  je  menlionne  les  podaires  de  ces  Ira- 
jectoires par  rapport  au  pòle  0;  ces  podaires  sont,  en  effet, 
déflnies  par  Téqualion  polaire  ordinaire: 


r  =  ro  .  cos  6  .  tang^'  í  —  +  —  j  •, 


ces  podaires  sont  donc  algébriques  ou  interscendantes  dans  les 
mèmes  conditions  que  les  trajectoires  correspondantes.  Les  dé- 
veloppées  de  ces  trajectoires  sont  elles  aussi  définies  par  des 
équation  simples;  leur  équation  tangentielle  est  en  eíTet : 

cui  =  {/c  —  sin  çpi)  .  tang''  (^-'-  +  — j  ; 

d'une  façon  générale,  les  dérivées  siiccessives  de  la  (onction  w 
qui  caractérise  les  trajectoires  seront  de  la  Forme  suivanle:  une 
fonction  rationnelle  des  lignes  trigonométriques  de  ra/iniut  cp 
raultipliée  par  le  facteur 


l»ng»(|+|) 
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Tinterscendance,  qui  esl  ici  due  h  la  présence  d'un  exposant 
arbitraire  aíFectant  ce  facteur,  se  mainliendra  donc  pour  les 
conrbes  développées,  courbes  qui  sont  caractérisées  par  les  dé- 
rivées  successives  de  la  fonciion  oo. 

II  en  est  de  même  des  radiales  de  Tíícker  des  courbes  tra- 
jectoires  et  des  radiales  des  développées  successives :  les  rayons 
de  courbure  successifs  soul,  cn  effet,  des  fonctions  linéaires 
des  dérivées  successives  de  la  fonclion  dj;  chacune  de  ces  dé- 
rivées  élant  le  produit  d'une  certaine  fonction  rationnelle  par 
un  facteur  qui  est  toujours  le  niéme  et  a  la  présence  duqucl 
est  due  rinterscendance  des  développées,  il  en  será  de  même, 
dis-je,  des  rayons  de  courbure  successifs  et,  par  conséquent, 
des  radiales  successives:  elles  seront  toutes  algébriques  ou  in- 
terscendantes  en  méme  temps  que  les  trajectoires  correspon- 
dantes.  Pour  la  première  radiale,  par  exemple,  on  a: 

R  =  uj  +  -— ^  =:  ÍÍT0O ^  •  tang^  U"  +  "i" 

d<f-'  cos  cp  \  2        4 

Téquation  polaire  de  cette  radiale  est  donc: 

^-  —  sin  6  ,   /  fi'    ,    ::  \ 

La  formule  precedente  peut  étre  mise  sous  la  forme; 

duj 


R  cos  Cp  =  ^ 


í/çp  ' 


il  est  alors  aisé  d'en  donner  une  interprétation  géométrique, 
qui  constitue  en  réalité  une  construction  géométrique  du  rayon 
de  courbure  de  la  trajectoire,  connaissant  le  point  M  et  la  tan- 
gente en  ce  point  au  cercle  orlhogonal  •,  soit,  en  effet,  N  la  pro- 
jection  du  pôle  sur  la  tangente  au  cercle,  c'est  à-dire  sur  la 
normale  à  la  trajectoire;  on  a: 

R  cos  Cp  =  A  .  ON ; 

en  d'autres  termes,  la  projeclion  du  rayon  de  courbure  de  la 
trajectoire  sur  laxe  polaire  (ligue  des  centres  des  cercies)  est 
constamment  proportionnelle  h  la  distance  du  pôle  à  la  tan- 
gente au  cercle  (normale  à  la  trajectoire).  Cest  une  nouvelle 
propriété  des  courbes  considérées  mais  cette  propriété  n'est 
point  caractéristique  des  trajectoires  ici  considérées. 
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Je  considere,  en  efíet,  les  courbes  telles  que  la  projection 
du  rayou  de  courbure  en  un  point  courant  sur  laxe  polaire 
soit  proporlionnelle  à  la  distance  du  pòle  à  lanormaie:  Féqua- 
tion  expriniant  cette  propriété  est: 

dm 
l\  .  cos  9  =  ^  .  — - — ; 
í/cp 

inlroduisant  Ics  coordonnées  polaires  langentiellcs,  elle  se  tra- 
duit  par  !'équation  difíérentielle  du  second  ordre  suivanle: 


/      ,    (Pxjj  \        ,  dm 


r/çp-  /  í/çp 

en  écrivant 

dy  dm 

í/cp  í/cp 

cette  équation  se  raniène,  par  une  première  intégration,  a  une 
équation  qui  exprime  que  Pordonnée  et  la  distance  à  la  tangente 
sont  liées  par  une  relalion  linéaire,  à  coefficients  constants: 

y  =  /c.m-\-k, 

A  étant  une  constante  arbitraire  introduite  dans  la  première 
intég-ration.  Cette  relation  est  elle-mème  equivalente  à  une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre;  mais  landis  que,  dans  le 
cas  des  trajectoires,  on  élait  conduit  a  une  équation  oú  les  va- 
riables  se  séparaient,  dans  le  cas  general  actuei  Téquation  est 

du  premier  ordre,  linéaire  par  rapport  h 


cos 


d    /     m     \  li  xa 

+ 


f/cp    \  cos  Cp  /        cos  cp      cos  <p         cos-  (p 

elle  s'intègre  aisément;    mais  la  présence  du  terme  constant  A 
entraine  un  terme  complique  dans  Téqualion  finale  de  la  courbe: 

(tp         Tt  \     i  ('OH 

|-+jj-jí0O  +  A/tang'^-  (^Y+j 

la  solution  de  la  question  actuelle  est   donc   plus   compliquée 
que  ne  le  sont  les  couibes  trajectoires  orlliogonales  étudiées: 
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lorsque  le  paramètre  k  est  un  nombre  irrationnel,  les  courbes 
trouvées  ne  sont  plus  inlerscendanles  mais  elles  sont.  cependaut 
panalgébriíjues. 


Je  passe  maintenant  à  la  question  de  la  limite  des  courbes 
lorsque  les  deux  tangentes  imposées  deviennent  parallèles  entre 
elles.  Le  paramètre  k  devient  donc  nul. 

II  s'agit  de  constiluer  une  famille  de  courbes  composée  des 
trajectoires  algébriques  ou  interscendantes  trouvées,  qui  admette 
une  courbe  limite  lorsque  le  pòle  O  s'éloigne  indéfiniment.  Les 
calculs  sont  assez  compliques  en  coordonnées  polaires :  il  est 
plus  simple  d'observer  que  la  radiale  représentée  par  Téquation 
polaire  (7)  admet,  lorsque  k  tend  vers  zero,  une  limite:  c'est 
la  courbe 

r  =  rQ  tangS; 

il  suffit  à  cet  efíet  de  supposer  que  vuq  est  une  fonction  du  pa 
ramètre  k,  telle  que  le  produit  /r.ujQ  ait  une  limite  non  nulle 
—  /o'i  cette  radiale  limite  est  la  courbe  Kappa  de  Gutsciioven-, 
Tantiradiale  de  la  courbe  Kappa  étanl  une  tractrice  (Gino  Loria, 
Spezielle  ebene  Kurven,  t.  2,  pp.  296  et  297)  il  en  resulte  que  la 
limite  des  courbes  représentées  par  Téquation  (6),  dans  cer- 
taines  conditions,  est  une  tractrice. 

Pour  vérifier  ce  fait,  il  suffit  de  rapporter  les  courbes  (6)  à 
une  origine  fixe  íl,  prise  sur  l'axe  polaire;  soit  k  la  distance  Oíl\ 
la  nouvelle  équation  des  courbes  considérées  será: 

n  =  oj  -j-  ^^  cos  Cp  -, 

pour  que  les  deux  tangentes  restent  à  distance  finie,  il  faut  et 
il  suffit  que  la  distance  de  ces  droites  au  pòle  fixe  choisi  tende, 
lorsque  k  devient  nul,  vers  une  limite  finie  et  non  nulle;  il  faut 
donc  que  le  produit  k  .X  ait  une  limite  a  diíTérente  de  zero. 

Je  considérerai  d'autre  part  une  famille  de  courbes  (6)  admet- 
lant  une  tangente  indépendante  de  /•.  Pour  simplifier,  je  suppo- 
serai  que  la  tangente  ainsi  imposée  est  la  perpendiculaire  h 
Taxe  polaire,  au  pòle  cboisi  íl\  cette  hypotbèse  revient  a  sup- 
poser que  Ton  a : 

X  +  ojo  =  O ; 

dans  ces  conditions,  il  est  manifeste  que  les  courbes  représen- 
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tées  par  Téquation 


T 


n  =  cos  (p  X  X  X     1  —  tang^  (  9  +  a 

tendent  vers  la  limite  suivante,  lorsque  k  devient  nul- 

n  =  «coscp.Log[tang  (^|-  +  -^j     ; 

on  reconnait  Téqualion  tangentielle  de  la  tractrice. 

Je  vous  ferai  observer  combien  ce  résultat  est  intéressant;  il 
n'est  pas  difficile  certainement  de  constituer  a  priori  une  infi- 
nité  de  familles  de  courbes  algébrico-interscendantes  admetlant 
la  tractrice  d'HuYGB>s  pour  courbe  singulière  limite,  au  sens  pre- 
cise dans  ma  lettre  du  12  Avril  dernier;  c'est  ainsi  qu'il  suffit 
de  reprendre  un  résultat  connu  et  qui  est  dú  a  M.  H.  Brocard 
[Réperloire,  tome  i,  pp.  275  et  276);  la  tractrice  est  la  courbe 
orlhoptique  de  deux  courbes  logistiques  symétriques,  se  cou- 
pant  à  angles  droits  respectivement  représentées  par  les  équa- 
tions  : 

y  =  é^     et     y  =  e~^ ; 

il  est  possible  de  former  une  famille  algébrico-interscendante 
de  courbes  atimettant  la  tractrice  pour  limite,  savoir  les  courbes 
orlhoptiques  des  deux  paraboles  générales 


X 


m 


^  =  ('+-1.   ^ 


X 

m 


mais  les  résultats  sont  assez  compliques;  dans  le  cas  limite,  les 
deux  points  de  contact  des  tangentes  orthogonales  avec  les  deux 
courbes  logistiques  sont  toujours  situes  sur  un  mème  ordonnée 
et  si  Ton  designe  par  ^  Tabscisse  commune  de  ces  deux  points, 
on  obtient  les  deux  équations  paramétriques  suivanies  de  la 
tractrice  (courbe  orthoptiquej: 

a;  =  ^  — th^,     y  =  —, — ; 

eh  X 

dans  le  cas  plus  general,  les  deux  points  de  contact  ne  sont 
plus  situes  dans  des  positions  respectivos  aussi  lemarquabics; 
les  deux  abscisses  sont  liées  par  la  relation  suivante : 


Ç-, 


7/1 
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et  les  deux  ordonnées  ont  leur  produit  encore  égal  a  l'unité. 
Quant  aiix  expressions  qui  en  résullent  pour  les  cooidonnées 
courantes  des  points  de  la  courbe  orlhoptique  des  deux  para- 
boles,  elles  sont  peu  simples. 

On  peut  encore  constituer,  ii  Taide  de  ces  deux  niènies  pa- 
raboles,  une  nouvelle  famille  de  couibes  évidenimenl  algébrico- 
interscendantes  admettant  Ia  traclrice  d'HtiYGEMS  pour  courbe 
singulière  limite:  il  suffil  de  considerer  deux  points  pris  re.s- 
pectivement  sur  les  deux  paraboles  associées  et  qui  soient  cons- 
tanmient  situes  sur  une  parallèle  à  Taxe  Oíc;  les  deux  tangentes 
aux  deux  paraboles,  en  ces  points  associes,  auiont  pour  point 
d'mtersection  un  point  courant  d'une  courbe  qui  será  algébrique 
ou  interscendante,  dans  les  mèmes  conditions  que  les  paraboles. 
Mais,  de  mènie  que  pour  la  courbe  orthoptique,  le  résultat  est 
peu  simple,  bien  moins  simple  que  celui  que  j'ai  signalé  dans 
la  presente  letlre:  toutes  les  généralisations  faciles  à  concevoir 
ne  sont  pas  toujours  interessantes ! 

Poitiers,  le  26  Mai  1913. 


P.  S.  —  Détermination  des  trajectoires  orthogonalcs  des  cer- 
cles  tangents  ;t  deux  cercles  fixes  (Ci)  (Ca): 

Premie)'  cas:  (Gi),  (C2)  ont  deux  points  comniuns  réels.  Par 
inversion,  on  se  ramène  au  cas,  traité  dans  ma  lettre  du  26 
Mai,  de  cercles  tangents  à  deux  droites. 

Deuxihne  cas:  (Ci)  et  (Ca)  sont  tangents.  Les  trajectoires  sont 
inverses  de  tract rices  d'FIuvGENs. 

Troisihne  cas:  (Ci)  et  (C2)  n'ont  pas  de  point  commun.  Une 
inversion,  par  rapport  a  Tun  des  points  limites  de  Poxcelet,  de 
ces  deux  cercles,  ramène  la  question  au  cas  parliculièr  oú  (Ci) 
et  (Câ)  sont  concentriques;  dans  ce  cas  particulier,  les  tra- 
jectoires sont  des  iractrices  circulaires  (Morley). 

17  Aout  1913. 


NOTE  SUR  LA  SOLUTION  FINIE  DUN  PROBLÈME 

DE  NEWTON 

PAR 

Ignacio  M.  Azevedo  do  Amaral 

à  Rio  de  Janeiro 


L'intégrale 

(O  «^=/j\/yF(2/)±y^v/jFXÍH^^-i}F(2/)+l!-lL/^^ 


ou 


^V    4c"^       27       V  Ac^\\ci       27/' 

peut  être  exprimée  par  des  fonctions  algébriques  et  logarillinii- 
ques. 

En  eíTet,  Ia  condilioii  (2)  étant  verifiée,  on  aura 

et 

donc 


^-jc  \\/^^{y)±\/\^^'{y)  + 1  '^-  I  -i !  F(i/)+i  { - 


2-!F(.)+i{-{| 


'V2^(2/)|!F(^)+lp-í|- 
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Mais 

Y/2F(^)}}F(^)+ip_Tj 


V/|F(2/)±\/v/ÍF(l/)+r|'^-{|F(3,)  +  l  I  -  j 

\/YF(2/)±y/v/}F(2/)  +  ir^=^-{lF(3/)+l|-i 

I  l+|\/{F(3/)±^v/|F(2/)  +  ir^-l-l|F(2/)  +  l}-y} 
\/{F(3/)±y/v/iF(2/)  +  l{^-l-l{F(2^)  +  l  j  -1 
donc 


1 

9" 


/|-j\/{F(^)±y/v/{F(^)  +  ir^-l-lS|F(2/)+ll-i-j 

Cl     o 

l+{\/{F(y)±y/v/{FC^)  +  ir^-l-|}F(2/)+l!-|j 

\/{F(3/)  +  y/v/!F(3/)+iP^-|}F(y)+lj-i 
Si  Ton  pose 

(3)     ^(3')==y/YF(3/)±y/7{"F(^)  +  ip-I_i-|F(^)  +  l|-l, 
on  aura 

■■'+I0WPI 


■=/yaW' 


£C  =    /  -:^  O  fí/W  ■' 


et  donc 

(4)  .'«  =  ^g-la(^)i^  +  ^ja(2/)|2-|lg|o(2,)|+r,. 
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II 


On  déduit  de  (l) 


dx 


dy 
Supposant 


ir^-i 


y}F^2/)+l|~i. 


dx 
dy' 


on  aura 


^2-^ /2F(3/)+ j  {  F(y)  +  1  j  -  i/ j  F(3/)+ 1  |2_  1  {  =0, 


d'oíi 


{(l+^')  +  F(7/)r-  =  2F(y)^-[- 
Mais,  d'après  la  condition  (2), 


/{F(j/)+ip-l 
\/lY(y) 


et  légalité  precedente  se  transforme  en 

c     {\-\-q^f 


y 


ou 


y 


c 
2" 


1  + 


5' 

í/a? 


dxi 


qui  est  Téquation  dlíFérentielle  de  la  génératrice  du  solide  de 
révolution  de  nioindre  résislance,  dont  Newton  s'est  occupé  dans 
ses  Príncipes. 

L'équation  (i)  traduit  donc  la  solulion  finie  du  problème  de 
Newton,   qui  a  été  aussi  1'objet  d'études  de  Fatio  Duiller,  de 

THOPITAL,     JeaN    BERNOtlLI.I,      EcLER,      SaINT    JaCQUES    DE    Su.VABELLE, 

Legendre  et  d'autres  illuslres  malhéniaticiens. 
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ON  AIDA  AMIVIErS  SOLUTION  OF  AN  EQUATION 


BY 


Y.   MlKAMI 

in  Tokyo 


The  Japanese  malhciiiaiif  ians  of  lhe  old  school  had  paid  a 
great  deal  of  attention  lo  lhe  sohilion  of  equalions.  In  this  con- 
neelion  we  may  nienlion  lhe  works  done  by  Seki  Kõwa,  Nakane 
Genjuii,  Kuriishiiiia  Yoshila,  Maruyania  Ryõgen,  Sakabe  Kòhaii, 
Kawai  Kyutokii,  Wada  Nei,  ele.  (*)    Some  accounts  oí  lhe  re- 


(')  The  approxiinate  solutioii  of  numerical  equations  was  early  effected 
iu  China,  arrivin^  at  the  method  of  Horner,  of  course  auticipating  him  by 
many  a  centary.  Tliis  way  of  sohition  was  learned  by  the  Japanese  in  the 
]7th  century.  Iseki  Kõwa  (1G42-170S)  carried  on  his  studies  widely  on  the 
theory  of  equations,  the  results  of  which  were  embodied  in  a  number  of 
manuscripts.  While  the  Chinese  method  of  approximations  had  consisted 
in  deducing  the  figures  one  by  one  in  every  stop  of  cak-ulation,  he  was 
enablod  to  strike  at  a  device  by  which  hc  abridged  tlie  calculations  by 
means  of  division.  Tlie  extension  of  tlie  sanie  metliod  ofsolution  as  applied 
to  numerical  equations  to  the  case  of  the  literal  quadratic  equation  is 
usually  ascribed  to  him,  though  his  authorship  is  not  as  yet  ascertained 
by  undeniable  doeuments. 

Nakane  Genjun  (1701-1761)  was  a  son  of  Nakane  Genkei,  who  was  a 
pupil  of  Takebe  Kenkò,  direet  disciple  of  Seki.  Of  Nakane's  solution  so- 
mething  wiil  be  said  in  this  article. 

Ivurushima  Yoshita  (deceased  in  1757)  solved  a  numerical  equation  of 
the  iuíinite  degree,  first  by  suecessivc  numerical  approximations,  and  then 
by  the  application  of  the  multiplication  of  series.  This  mode  of  procedure 
appeared  in  one  of  his  writings  for  the  first  time  in  Japan,  so  far  as  it  is 
known  at  present. 

Maruyania  Ryõgen  obtaiued  in  1796  the  solution  of  a  quadratic  equa- 
tion in  the  form  of  a  continued  product,  the  kind  of  which  is  altogether 
unknown  in  other  parts  of  the  Japanese  mathematics  already  explored. 

Sakabe  Kõhan  (1759-1824)  solved  in  1803  the  cubic  equation  in  several 
different  rules,  ali  consisting  of  approximations. 

Kawai  Kyutoku  was  a  pupil  of  Sakabe  and  flourished  in  the  first  half 
of  the  19th  century.  His  Kaishiki  Sliimpõ  or  literally  New  Method  of  Sol- 
ving  Equations,  a  jirinted  work  with  the  date  of  1803,  gives  the  solution 
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sulls  ('ni|)lo)ed  by  llicse  sthohiis  Iiavc  bccn  i^ivcii  in  D.  K. 
Siiiitli  aiul  Y.  Mikanii's  Hi^ioi y  of  Japanese  Mal/iematns  and 
Y,  Mikanii"s  Develojrme7it  of  Mal/iematics  in  China  and  Japan, 
bolh  of  wliicb  will  be  shortly  publisbed,  Afler  lhe  coiiiposition 
of  ihese  works  I  bave  fouiul,  ainoiig-  lhe  minu-rous  dociimenis 
left  by  ibe  old  Japanesc  uialbcniaticians  of  tbe  last  ibiee  cen- 
luries,  a  inannscript  ibat  concerns  tbe  same  subject,  not  beinj^- 
tbe  saine  ai  Icasl  in  mal  ler  of  apparenl  foim  Aviíh  anv  of  ibe 
processes  \ve  bave  abeady  discussed.  I  bave  iberefore  lo  give 
ibe  sobition  in  ibe  following  bnes. 

Tbe   inaiuiscrij)l    in   wbicb   llie  said  solulion    is   fonnd    is  ono 
ibat  was  eomposed  by  Aida  Amniei(^)  in  tbe  5tb  nionlli  of  1T08, 


of  nnmerleal  equations  of  any  dogree  by  successive  approximations.  If  an 
equation  be  written  iii  the  forni 

/,(rc)-^a;'-+'/;(a;)  =  0, 
or  wliat  is  the  same  tliing, 

x'f,  (x)  \    '      •!' 

where  by  /,.  and  f,  we  understand  expresslons  of  the  r  th  and  s  th  degrees, 
respeetively,  and  if  we  take  x^  as  a  rough  value  of  approximation,  then 
the  successive  approximations  are  to  be  takeu 

a-,  =  «I>  (.r,),     á:3  =  *(x.),     aí.i  =  <I)(.r3^,    ... 

Taking  ?•=  1,  2,  3,  .  . .,  this  solution  onables  us  to  g&í  ali  the  real  roots 
of  an  equation,  positive  and  negative.  The  solution  is  believed  as  actually 
established  by  the  author's  master  Sakabe. 

Wada  Nei  (1787-1840),  one  of  tiie  greatcst  of  old  Japanese  mathemati- 
cians,  eftected  the  solution  of  an  algebraical  equation  of  the  iníinite  degree 
by  the  expansion  method  of  the  literal  (juadratic  equation  used  by  hispre- 
decessors.  This  way  of  solution  is  explained  in  Hasegawa  Kan's  Sampõ 
Shinsho  or  literally  New  Treatise  on  Mathematics,  priuted  work  with  the  date 
of  1830,  and  giveu  in  the  nanie  of  the  author's  pupil  Chiba  Yíishichi.  It 
çvas  not  rare  in  Japan  that  a  master  published  his  o>vn  work  in  the  name 
of  his  pupil. 

(')  Aida  Sanzayemon  Auniiei  (1747-1817)  was  a  renowned  mathemati- 
cian  who  was  born  in  the  north-east  part  of  the  Main  Island.  He  is  very 
noted,  in  thu  history  of  Japanese  mathematics,  for  his  heated  controversy 
sustented  against  Fujita  Sadasuke,  the  most  illustrions,  if  not  the  greatest, 
of  the  Japanese  mathematicians  of  his  days.  The  contention  lasted  for 
some  twenty  years,  practically  ending  with  the  death  of  his  antagonist, 
that  occurred  in  1807.  Aida  was  a  man  of  extraordinary  talent,  hut  it  ap- 
pears  his  knowledge  of  mathematics  did  not  rise  to  prominencc  until  in 
the  decline  of  his  íife.  The  most  iniportant  of  his  writings  belong  almost 
wholly  to  the  productions  of  this  epoch.  This  fact  is  due  to  the  circums- 
tances  he  had  litle  or  no  access  to  the  mathematieal  treasures  left  by  his 
pvedeccssors,  because  he  had  been  of  no  scliool  leading  the  learncd  circle 
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beiíif^'  enlillecl  ./agõ  Sanhwa-Julsu  or  lilerally  Soioban  Method 
of  Solulion  of  Hig/ier  Eíjuations.  Tliis  lille  itulicates  tliat  lhe 
process  treated  in  lhe  work  aims  at  ils  adaplabilily  to  lhe  ma- 
iiipulations  wilh  the  soioban,  an  abaciis  introduced  from  China 
and  used  by  l!ie  Japanese  universally  in  the  practical  hfe,  This 
lact  must  be  a  Htlle  explained  in  order  to  be  rightly  understood 
in  the  Western  World.  Tlie  Avriting  mode  of  arithmetic  witli 
the  Arábio  numerais  or  with  something  else  that  niight  be 
substituted  for  theni  did  not  exist  in  Japan.  Though  lhe  Japa- 
nese niatheniaticians  established  and  applied  their  own  system 
of  álgebra  (')  which  was  carrled  out  in  writing,  yel  no  thought 
occurred  to  theni  of  eflecting  lhe  arithnietical  calculations  by 
lhe  aid  of  a  slale  or  a  sheet  of  paper.  They  were  ever  satisfied 
with  the  soioban,  an  abacus  very  convenient  in  praclice.  The 
actual  cirounistance  was,  however,  that  ihere  was  no  practical 
way  of  solving  in  approxiniations  lhe  higher  nunierical  equa- 
lions,  withoul  laking  recourse  to  the  cumbei'sonie  sangi  or  cal- 
culating    pieces,    lhe  manipulations   of  which   were  exceedingly 


of  those  days.  It  was  the  usage  of  Japanese  scliolars  to  keep  the  treasured 
knowledge  in  secret.  Aida  was  exceedingly  studious  in  nature  and  quick 
in  comprehension,  so  that  it  eaine  that  he  wrote  several  thousands  of 
booklets,  most  of  which  are  not  known  at  preseut.  He  was  very  kind  to 
his  pupils,  who  in  turn  were  warmly  attached  to  him.  In  his  old  age  he 
lost  the  freedom  of  walking,  because  he  had  ever  remained  sitting  in  his 
study,  seldom  getting  out  of  doors. 

(1)  The  Japanese  álgebra  known  by  the  name  of  tenzMi-jutsuwsLa  esta- 
blished by  íáeki  Kõwa  in  the  second  half  of  the  I7th  century.  It  remained 
during  a  century  entirely  held  secret  in  the  hands  of  the  few  leaders 
among  Seki's  disciples.  It  was  íirst  considered  in  a  printed  work  in  17G9 
by  Arima  Raidõ,  who  was  a  local  feudal  lord  and  at  the  same  time  a  ma- 
thematician.  Though  the  Japanese  did  not  use  a  written  sort  of  aiithmetic, 
yet  the  tenzan  álgebra  was  a  system  that  was  carried  out  in  writing.  On 
this  account  there  are  some  scholars  who  ascribe  the  tenzan  jidsu  to  the 
influence  of  the  Occidental  learning  which  they  suppose  introduced  into 
Japan  in  the  days  of  Seki.  This  view  is  very  reasonable,  but  when  we 
examine  the  al^^ebraical  symbols  used  by  the  Chinese  mathematician  of 
the  13th  and  14rh  centuries  we  feel  we  are  induced  to  look  after  the  latter 
a3  the  true  instigations  to  the  searching  spirit  of  the  Japanese.  In  some 
sense  the  tenzan  álgebra  was  nothing  but  a  natural  exteusion  of  the  celes- 
tial element  álgebra  —  tien-yuen-shu  in  Chinese  and  íengen-jutsu  in  Japa- 
nese—  a  kind  of  abacus  álgebra  effected  by  means  of  the  sangi  or  cal- 
culating  pieces,  which  the  Japanese  of  the  17th  centurj'  were  accustomed 
to  study.  It  is  needless  to  say,  however,  that  a  careful  studj  will  be  indis- 
pensable  concerning  the  algebraical  notions  and  symbols  met  with  in  the 
writings  of  differcnt  authors  of  the  earlier  days  in  the  flourishment  of  the 
Japanese  mathematics,  before  we  can  make  our  final  decision  on  the 
Bubject. 
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Ireinendous.  It  was  iherefore  a  universal  desire  of  lhe  inalhe- 
maticians  to  device  a  process,  by  which  lhe  soroban,  inuch  siin- 
pler  \\\  practical  use  than  lhe  sangi,  niight  be  appHed  for  lhe 
solulion  of  equalions.  There  were  quile  a  number  of  works 
writlen  lo  answer  lhe  purpose,  and  \ve  niay  mention  aniong 
ihem  those  of  Sakabe,  Kawai  and  olheis,  The  nianuscripl  be- 
fore  us  was  also  a  produclion  thal  embodies  lhe  result  of  an 
attempl  in  lhe  same  course  of  studies. 

In  the  preface  of  lhe  manuscript  lhe  author  Aida  savs  himself 
thus: 

«The  equations  from  the  cubic  up  to  those  of  tens  of  thou- 
sands  of  degrees  have  ever  been  used  to  be  solved  by  lhe  ap- 
plication  of  lhe  calculaling  pieces,  because  lhe  soroban  could 
not  be  found  advantageous  for  lhe  purpose.  There  lias  hved, 
or  lives,  froni  old  limes  down  lo  lhe  present  dav,  no  single 
person  versed  in  a  soroban  niethod  of  solulion  ihat  can  be  ap- 
plied  in  general;  nor  we  know  of  any  published  work  or  secret- 
held  documents  writleu  by  eniinent  men  that  treat  of  such  a 
nielhod.  And  as  for  inyself  I  have  taken  niuch  pains  during 
niany  a  year  for  lhe  eslabHshment  of  a  general  niode  of  solu- 
lion, bui  I  was  only  obliged  lo  poslpone  the  atlenipl,  being 
convinced  of  ils  unsurniountable  difficully.  It  was  on  a  sudden, 
neverlheless,  ihat  a  ihought  happened,  on  lhe  29th  day  of  lhe 
\Ú\  monlh  ol"  1798,  unexpeclediy  lo  float  oul  in  niy  niind,  a 
thought  that  led  to  lhe  long  desired  nielhod  of  solulion  .  .  . 
I  have  therefore  lo  niake  a  description  of  the  melhod  in  the 
forelying  volume  .  .  .  ». 

Aida  gives  bis  ruie  of  solulion  for  exaniple's  wav  in  lhe  case 
of  an  equation  of  the  lenth  degiee.  First  Icl  the  equation  be 
written  in  the  forni 

a  =  OiX  -{-  a^x^  -\-  a^x^  +  •  •  •  ~l~  «loíc"^, 

and  let  cci  be  an  approxiniate  numerical  value  of  x.  Tlien  forni 
the  quanlities 

m  =  a  —  a\X\,  —  a^x^^  —  a^x\^  —  ...  —  «loíCi  *^, 
and 

Ti  =  «1  -f  2r/2íCi  +  3«3íCi'^  +  .  ■  .  +  1  0«|Oit"i^, 

Tn 
evaluale  the  first  figure  in  lhe  quolient  — ,   and  add   it  to  x\ ; 

the  result 

X<í=X\-\ 

n 
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!•.  lhe  sccond  approxiniíilion  lo  llie  rool.  Hepeal  lhe  same  ope- 
ration  uitli  ihis  value  of  a-2  as  ^^e  liave  clone  with  x^,  and  we 
have  the  tliird  approxi.naiion  a 3,  H'  we  proceed  in  tliis  way  we 
oblain  in  the  end  lhe  aclual  nninerioal  value  of  lhe  rool,  which 
we  have  required. 

If  we  write  die  equalion  to  be  solved  in  the  form 

a  =  f{x), 

the  above  ruie  given  by  Aida  may  be  expressed  by  the  succes- 
sive  applicalion  of  lhe  formula 

where  f  {x)  denotes  lhe  derivative  of  the  function  f'{x).  Of 
course,  it  does  not  appear  thal  the  Japanese  mathematicians  of 
lhe  old  school  had  been  acquainted  wilh  the  nolion  of  a  function 
and  moreover  with  thal  of  the  derived  function. 

Aida  gives  the  ruIe  nierely,  he  does  nol  indicate  by  whal 
kind  of  analysis  he  has  derived  such  a  rule.  But  we  may  easily 
supply  lhe  analvsis  according  to  which  the  rule  might  be  ex- 
pressed. For,  writing 


a  =  /(a;,^i) 

=^f\Xr  ^-  {X,.^{  —  5C,) 


we  have  the  expansion 

"  =  í  («■'■)  f  -^ /  {^')  +  — Y^ —  /  ^^'■)  +  •  •  • 

IJut  as  we  are  conccrned  with  a  rough  ífpproximalion  the  po- 
wers  of  av^-i — x,~  may  be  jicglecled  ou  account  of  lhe  small 
value  of  this  quanlity.  We  liave  ihus 

a  =  /  (a-,)  + '— ^  I'  {x,), 

whcnoe  ai  once  foUows  the  fornuila  by  wiiich  we  have  ex[)ressed 
AidaVs  rule. 

We  have  seen  no  wiiiings  ol  lhe  old  Japanese  malheniaticians 
olher  than  lhe  maniist  ript  of  Aida,  in  which  lhe  same  rule  of 
solution  was   laid  down.    liut   ii   is  necessarv  for  us  lo  make  a 
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comparison  of  lhe  result  wirh  that   obtaired  hy  Nakanc  Genjun 
three  quartei-s  ot  a  cenlury  previously. 

The  nianuscript  of  Nakane,  dated  1729,  is  entilled  lhe  Kai/iu 
Eijilm-Jiilsu,  which  iiiay  be  literally  rendered  Successively  In- 
creasing  and  Decreasing  Àpproximalions  of  lhe  Root-Ejctraclio7i  (*). 
Ill  ihis  work  nolhing^  is  described  of  lhe  general  rule  of  appro- 
xinialing  the  root  of  a  higher  eqiiation;  but  only  concrete  pro- 
blems  are  treated  iii  a  practical  nianner,  Nevertheless  Ave  have 
no  difficully  of  exlending  the  process  eniplojed  in  it  to  lhe  case 
of  a  general  equation.  Thus  to  mention  about  the  equation 

f{x)  =  rt, 

let  X{  and  £c-2  be  two  approximate  values  of  a?,  ihen  a  third  ap- 
proximation  xz  vvill  be  obtained  according  lo  lhe  formula 

« — fi^C) 

^3  =  ^1  +  T, — ^ 77~\  X  (*■-'  ~  ^O- 

l{xt)-t{xi) 

There  is  evidently  a  litlle  diílerence  between  this  expression 
and  lhe  formula  of  Aida.  Bui  if  \ve  rewrile  this  in  the  forni 

,       a  —  f{xi) 

Xi^Xi-\- 


X2  —  Xi 

and  conceive  the  difference  Xi>  —  xi  to  be  very  small,  this  re- 
duces  in  the  limit  to  the  same  forni  as  uscd  by  Aida.  Conse- 
quently  the  two  ruies  given  by  Nakane  and  Aida  are  iiot  csseii- 
tially  diííerent  from  each  other.  In  a  sense,  therefore,  we  musl 
admit,  Aida  was  anticipated  by  Nakane. 

On  the  other  hand,  however,  nothing  is  said  by  Nakane  of 
the  applicability  of  bis  considerations  to  lhe  case  of  the  ge- 
neral ecpiation  with  numerical  cocfficients.  The  establishment 
of  the  solutiou  for  the  yencral  case  was  pcrhaps  tluc  to  Aida 
himself.    The    Japanese    matheniatics    is    very    coiispicuous    in 


(i)  The  composition  of  tliis  work  was  instigatod  by  tho  81ioí;-iin  "^'03111- 
mune,  wlio  was  very  fond  of  leaining,  and  demandcd  of  Takobc  Kenko  to 
solve  a  certain  probleiíi  in  astrononiy.  Tlic  latter  asked  Nakane  Gcnkci, 
his  pulpil,  to  cany  on  the  studies  on  it.  líut  as  lie  was  advauced  in  years, 
he  in  turn  put  the  problem  iuto  the  hands  of  his  son.  It  was  in  tliis  way 
that  the  solution  mentioned  in  the  text  was  arrived  at. 
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lacking  in  the  notion  of  generality,  the  numerous  studies  of  va- 
rious  scholars  being  almosl  wholly  reslricted  to  particular  cases 
of  concrete  problems.  Even  a  slight  generalization  or  a  mere 
iransformation  has  been,  on  tbis  account,  of  a  considerable 
signitlcance  for  the  old  school  niatheniaticians.  Aida's  deviation 
from  Nakane's  rule  was  no  insignificant  one. 

Besides,  the  old  Japanese  niatheniaticians  were  likely  out  of 
power  to  see  the  agreenient  of  lhe  two  rales,  even  in  the  forms 
I  have  given  to  them,  The  non-eniploynient  of  the  functional 
forms  and  of  their  derivatives  makes  the  matter  infinitely  more 
complicated.  If  Aida  could  be  admited  for  the  establishment  oi 
bis  rule,  he  was  certainly  independem  of  Nakane. 

Moreover  the  agreenient  of  the  two  processes  lies  only  in 
their  essential  nature;  in  the  practical  point  of  view  they  are 
assuredly  difíerent.  In  Nakane's  solution  two  approximations 
are  required  in  order  to  get  the  third,  while  Aida  started  witli 
a  singie  approxiniation  to  deduce  another.  Tho  diflerence  comes 
from  the  fact  that  Aida  eniploys  the  derived  function,  if  we 
express  it  in  our  own  language,  while  the  same  does  not  enter 
into  the  expression  in  Nakane  s  rule,  owing  to  the  finiteness  of 
the  difference  of  two  successive  approximations.  In  addition  to 
this  diflerence,  the  foiuii  in  which  Nakane  has  expressed  bis 
rule  only  for  the  cases  of  special  and  concrete  problems  makes 
the  gulf  between  the  two  quite  impassable  for  the  .lapanese 
malhematicians.  Aida  ceitainly  saw  no  resemblance  of  bis  own 
to  his  predecessor's  considerations.  Fnrther  we  have  no  proof 
or  disproof  of  Aida's  having  known  of  lhe  manuscript  of  Nakane. 

Tokyo,  July  14,  1912. 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  COURBES  GAÚCHES 


PAR 


B.  HOSTINSKY 

à  Prague 


Soit  M  un  point  mobile  sur  une  courbe  gaúche  C,  Ma;  Ia  tan- 
gente, My  la  normale  principale  et  IMz  la  binoraiale  de  la  courbe 
C  au  point  M.  Nous  allons  étudicr  Tenveloppe  d'un  plan  (P) 
invariablenient  lié  au  trièdre  mobile  Mjct/z  et  passant  par  le 
point  M. 

Désignons  par  /,  7n,  n  les  cosinus  directeurs  d'une  droiíe 
normale  au  plan  (P)  par  rapport  aux  axes  mobiles  Mxyz;  par 
a",  ?/,  z  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport  aux  aa^es  fijces 
OX,  OY,  OZ  et  par  a.  ,3,  7;  a',  ;3',  y';  «'',  |3",  ,'"  les  cosinus  di- 
recteurs de  Ma?,  My,  M^  par  rapport  aux  axes  fixes. 

Ces  derniers  axes  étant  choisis  de  lelle  manière  que  le  trièdre 
mobile  Mjcyz  coincide  dans  une  certaine  position  initiale  avec  le 
trièdre  fixe  OXYZ,  Técpiation  du  plan  (P)  s'écrit 

U\-x){/a  +  7na'-^na")  +  ÇV-7j){/^  +  m^'  +  n^") 
j  +(Z-z)(/Y  +  /«T'  +  O  =  0. 

Développons  les  x,  y,  z  et  les  neuf  cosinus  a..  .  .'{"  suivant 
les  puissances  entières  de  Tare  s  compté  aur  Ia  courbe  C  à 
partir  de  la  position  initiale  du  point  M;  nous  ne  conserverons, 
dans  ces  douze  séries,  que  les  lermes  du  degré  O  et  1.  On  aura  (*) 


(2) 


s 

x  =  s-\ ,      a=\-\ ,      p  =  — -+••., 


(1)  Voir  par  exemple ;   Demaiítres,   Cours  de  Géométrie  infinitésimale 
p.  191  (Paris,  1913). 
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R  et  T  désignatu  les  rayoiis  de  courbure  et  de  lorsion  de  la 
courbe  C  pour  s  =  0;  les  développeiiieiils  de  y,  z,  a",  -f»  t' 
ne  contiennent  que  de  ternies  de  tlegré  égal  ou  supérieur  à 
deux. 

Substiluons  les  série  (2)  dans  le  premier  menibre  de  Téqua- 
lion  (1).  L'ensemble  de  ternies  indépendants  de  s  nous  fournit 
Téquation  du  plan  (P)  dans  sa  posilion  initiale: 

(3)  X/-f  Y/zí-f  Z«  =  0-, 

le  coefficient  de  5  égalé  à  zero  donne 

La  droite  caractéristique  du  plan  (P),  c'est-à-dire  Tinterse- 
ction  du  plan  (3)  avec  la  position  infiriment  voisine  du  plan  (P) 
será  représentée  par  les  équations  (3)  et  (4). 

Supposons  niaintenant  que  le  plan  (P)  contienne  la  binor- 
male  z  et  soit  ^'  1'angle  qu'il  fait  avec  le  plan  normal  yz  de  la 
courbe  C  On  aura 

/  =  cos  W^     m  =  sin  W,     n  =  O ; 

les  équations  (3)  et  (4)  se  réduiront  à 

(3  a)  X  +  tg  ^"  .  Y  =  O 

('  «)  -^ __-.Z  =  cos-^'. 

L'inlerseclion  de  la  droite  caractéristique  avec  le  plan  oscula- 
teur  Z  =  0  será  donc  un  point  A.  (Xq,  Yq,  Zq),  oíi 

(h)  Xq  =  —  U  sin  W  •  cos  \\     Yq  =  U  cos^  \\     Zq  =  O , 

c'est-à-dire  la  droite  caractérislique  du  plan  (P)  coupe  le  plan  os- 
culateur  dans  un  point  A  qui  coincide  avec  la  projcction  du  centre 
de  courbure  de  la  courbe  C  au  point  M  dans  le  plan  (P). 

L'angle  o)  que  fait  cette  droite  avec  le  plan  osculateur  Z  =  0 
será  determine  par  la  formule 
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Si  la  courbe  C  esl  plane  (T=cc),  la  droiíe  caractéiisliqiie 
clu  plan  (P)  est  pei|)endiculairc  sur  le  piau  de  C;  la  droile  MA 
fail  I'angle  conslant  4^'  avec  la  lanj^cnte  au  point  M;  elle  enve- 
loppe  par  consequent  une  «développoide»  de  la  courbe  C  el 
léquation  (5)  exprime  un  théorèine  connu:  Si  l'on  fait  passer 
jiar  chaque  point  M  d  une  courbe  plane  C  une  droite  (/  qui  fait 
avec  la  tangente  de  C  au  point  M  un  angle  conslant,  le  point 
de  conlact  de  d  avec  son  enveloppe  (développoide)  se  trouve 
dans  la  projection  du  centre  de  courbure  de  C,  relatif  au 
point  M,  sur  la  droite  t/. 

On  voit  que  le  résultat  plus  general  contenu  dans  les  for- 
mules (5)  et  (6)  peut  être  regardé  comnie  une  généralisation  de 
ce  dernier  ihéorème  sur  les  développoides  des  courbes  planes. 


SOBRE  AS  TANGENTES  A  ASTROiDE 


POR 


F.  Gomes  Teixeira 


1.  Consideremos  a  astroide  a  dois  ou  a  quatro  eixos,  isto  é, 
a  envolvente  de  uma  recta  que  se  desloca  de  modo  que  o  seg- 
mento comprehendido  entre  duas  rectas  fixas  dadas  seja  cons- 
tante (*),  e  procuremos  as  tangentes  que  se  podem  tirar  a  esta 
curva  por  um  ponto  qualquer  dado. 

Resulta  immediatamente  d'esta  definição  que  este  problema  é 
idêntico  ao  problema  celebre  conhecido  pelo  nome  de  problema 
de  Jpollonio: 

Traçai-  por  um  ponto  dado  uma  recta  tal  que  o  sepíiento  c07n- 
prehendido  entre  diias  rectas  OX  e  OY,  que  formam  um  angulo 
qualquer,  seja  egual  a  um  segmento  dado. 

Os  antigos  geómetras  resolveram  este  problema  por  meio  da 
concorde  de  Nicomedes  e  por  meio  da  hyperbole.  Vejamos  esta 
ultima  solução. 

Tomemos  para  eixos  das  coordenadas  as  rectas  OX  e  OY 
e  representemos  por  (a,  P)  as  coordenadas  do  ponto  dado  M  e 
por  X(\  a  abscissa  do  ponto  A  onde  a  recta  procurada  corta  o 
eixo  das  abscissas.  A  equação  d'esta  recta  é 

y       X  —  £Co 

e  portanto  as  coordenadas  do  ponto  B,  onde  a  recta  mencio- 
nada corta  o  eixo  das  ordenadas,  são  (O,  ).  Temos  pois, 

V       XQ  —  a/ 

applicando  ao  triangulo  AOB  a  formula  fundamental  da  Trigo- 


(')   Veja- se  o  nosso    Traité   des   courbes   spéciales  remarquables,    t.  i, 
pp.  328-338. 


nometria, 
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1^  =  X\+.    P  ^\,  -  2 -^^^^  COS  03. 

{Xq -  a)-  XQ-a 


O)  sendo  o  angulo  dos  eixos,  ou 


a7o*-2(a  +  pcos(o)a-(,3 
)  +  («2  +  p2  _  /2  _|_  2ap  cos  Cl))  a?o2  4.  2a/%  -  aV^  =  0. 

Esta  equação  faz  ver  que  o  problema  considerado  lem  quatro 
soluções  e  determina  as  abscissas  dos  pontos  onde  as  rectas 
procuradas  cortam  o  eixo  das  abscissas. 

2.  Para  resolver  esta  equação,  podem-se  applicar  os  me- 
tliodos  grapliicos  conhecidos  para  a  resolução  das  equações  do 
quarto  gráo.  Pode-se,  em  particular,  determinar  as  suas  raizes 
por  meio  de  um  circulo  e  de  uma  hyperbole,  como  se  vae  ver. 

Consideremos  o  circulo  e  a  hjperbole  representados  respecti- 
vamente pelas  equações 

03^  +  (2/  —  /^y  +  2a?  (3/  —  k)  cos  oj  =  z-^, 
y{x  —  h)  =  m , 

e  determinemos  ã,  k,  m  e  /■  de  modo  que  a  equação  do  quarto 
gráo  que  resulta  da  eliminação  de  y  entre  estas  equações  seja 
idêntica  á  equação  (1),  Obtèem-se  assim  as  condições 

A  -j-  /•  cos  CO  =  a  -|-  P  cos  co, 

^2  ^  ^.2  _  ,2  _|_  2  {ni  +  Vik)  cos  03  =  «2  _^  p2  _  /2  _|_  2ap  cos  03, 

hr'^  —  7nk  —  hk^  -f  h  (hk  +  m)  cos  03  =  a/ 2, 

A2/.2  _|_  „,2  ^  2?«/^X-  -  rVi^  =  -  a.H\ 

que  dão 

A  =  a,     X=,3,     ?«  =  —  «[3,     r  =  L 

Logo  o  circulo  representado  pela  ecjuação 

«-'-  +  {y  -  P)"  +  1x  {y  -  P)  cos  03  ^  /"^ 
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corta  a  hypeibole  correspondente  á  equação 

7/  (a;  —  a)  =  —  «p 

em  quatro  pontos  cujas  abscissas  são  eguaes  ás  raizes  da  equa- 
ção (1).  Fsta  hyperbole  passa  pelo  ponto  (O,  [3)  e  leni  para 
asymptotas  a  recta  OX.  e  unia  parai  leia  a  OY  traçada  pelo 
ponto  (a,  P). 

A  solução  do  problema  de  Apollomo  que  resulta  d'esta  aná- 
lyse  foi  indicada  por  Pappo  nas  Collecròes  mathemalicas  (liv.  iv, 
prop.  3í),  onde  ella  é  demonstrada  por  considei-ações  de  geo- 
metria pura.  O  eminente  geometra  suppõe  que  as  rectas  OX 
OY  são  perpendiculares  uma  á  outra,  mas  a  sua  demonstração 
é  immediatamente  generalisavel.  Outras  soluções,  onde  são  em- 
pregados também  o  circulo  e  a  hyperbole,  foram  dados  por 
IIcYGKNS  [Oeuvres,  t.  xir,  p.  38),  por  Newtoín  na  sua  Aiillnnelica 
Universalis  (t.  n,  p.  57  da  ti-aducção  por  de  Beaudeux),  por 
Chasles  {l'raité  des  sections  coniques,  1865,  p.  327),  ele. 

3.  O  problema  da  construcção  das  tangentes  á  astroide  não 
pode  ser  resolvido  em  geral  pela  régoa  e  compasso.  Mas  isto  é 
possível  quando  o  primeiro  membro  da  equação  (1)  é  egual  a 
um  produclo  de  dois  factores  do  segundo  gráo  cujos  coeffi- 
cientes  possam  ser  deduzidos  dos  desta  equação  por  meio  de 
operações  racionaes  e  de  extracções  de  raizes  quadradas.  Vamos 
considerar  dois  casos,  que  não  foram  ainda  talvez  notados,  em 
que  isto  acontece. 

Ponha-se  na  equação  considerada 

XQ  =  X[-\-h,     //  = —(a  +  pcosoj), 

a  fim  de  fazer  desaparecer  o  lermo  de  terceiro  gráo.  Vem 

(2)  íCi*-Ma?i2-2Qxi-P  =  0, 

onde 

M  -  6A2  -  \ ah  -  f-  +  a2  +  /2, 

Q  _  4;Í3  _  4a/,2  _  (p2  _  „%  _  /2^  l,  _  «/2^ 

p  =  3/,4  _  4  a/,3  _  ([52  _y^_  /2<)  /,2  _  2a/2/,  4-  «2/2^ 
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1."  Se  «  e  j3  veriíicani  a  condição 

(3)  Q2  =  MP, 

a  equação  precedente  toma  a  forma 

( v/ Pa^jS  _  q^^  _  p)  ( /p^j2  j^  Q^^  _|_  p)  _  f)^ 

e  as  tangentes  á  curva  podem  ser  construídas  por  meio  da  régoa 
e  do  compasso. 

Considerando  a  e  p  como  variáveis,  a  equação  (3)  representa 

uma  curva   de  sexta  ordem,    quando  o)  é  diíTerente  de  -^,    ou 

uma  curva  de  quarta  ordem  e  duas  rectas,  que  coincidem  com 

TC 

O  eixo  das  ordenadas,  quando  o)=— .    A  equação  d'esta  quar- 
lica  é 

8  (p2  ^  ly  _  (^2  _  2(52  +  2^2)  (a2  +  4^2  _  4/2)  =.  0. 

2.°  Se  Q  =  0,  a  equação  (2)  é  biquadrada,  e  o  problema 
considerado  pode  ainda  ser  resolvido  por  meio  da  régoa  e  do 
compasso.  O  logar  de  (a,  P)  é  então  a  cubica  representada 
pela  equação 

p2  («  -r  p  cos  oj)  sen-  o)  -\-P  {a  —  [i  cos  oj)  =  0. 

4,  Façamos  agora  na  ecjuação  (I) 

2aa'2 


£C2 


£C5i  -]-  a ' 


para  fazer  desaparecer  o  termo  do  primeiro  gráo.    Então  esta 
equação  toma  a  forma 

(4)  kxi^  +  2Tix^2^  +  Cx-2^--l-oc'^  =  0, 

onde 

A  =  4  («2  +  p)  -  8ap  co,s  oi-/-,     B  =  4 a  (p«  -  a^j , 

C  =  2a2  [2  («^  +  p^  +  2aP  cos  co)  +  Z'^]. 
Esta  equação  foi  obtida,  por  meio  de  uma  analyse  diflerenle, 
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por   M.    Barbari.n   {V Eiueignement  viat/iématique,    1911,   p.    17), 
que  deduziu  d'elle  as  consequências  seguintes  : 
1 .°  Se  lemos 

J52  =  AC, 

a  equação  considerada  toma  a  forma 

[(Bara  +  C)  x^  -  \/"Cla^]  [(Ba;.  +  C)  a;2  +  /C/a^]  =  O, 

e  o  problema  pode  ser  resolvido  com  a  régoa  e  o  compasso. 
A  equação  do  logar  de  (a,  P)  é  então 

32a2,32  sen2  Q  +  2/^  («"^  +  p«  -  6«p  cos  6)  -  /*  =  0. 

2.°  Se  a  =  —  p,   temos  B  =  0,  e  a  equação  (4)  toma  a  forma 

(5)  Aa!2*+Ca?â^-^^a*  =  0, 

onde 

A=16«2cos2-ioJ-/^      C-16a4sen2-l-(o  +  2«2Z2, 

Esta  equação  é  biquadrada,  e  o  problema  é  pois  ainda  reso- 
lúvel com  a  régoa  e  o  cotnpasso.  Este  caso  tem  logar  quando 
o  ponto  (a,  P)  está  situado  sobre  a  bissectriz  dos  ângulos  das 
duas  rectas  dadas  OX  e  OY;  e,  segundo  Pappo,  linha  já 
sido  considerado  por  Heraclito,  ([ue  suppoz  que  as  duas  rectas 
OX  e  OY  são  perpendiculares  uma  á  oulra,  e  mais  tarde  por 
Apoi.lomo,  que  deu  ás  duas  reclas  direcções  arbitrarias. 

Pode-se  achar  facilmente  a  significação  geométrica  de  x-2. 
Notemos  para  isso  que,  como  as  i'eclas  procuradas  passam  pelos 
pontos  (a,  +a)  e  (íPq,  0),  estas  rectas  são  representadas  pelas 
equações 

y  =  T [x—xq), 

e  que  a  equação  da  bissectriz  do  angulo  das  duas  reclas  dadas 
que  passa  pelo  ponto  dado  é  y  =  j^x.  Eliminando  y  entre 
estas  equações,  obtem-se  a  seguinte: 

lux 


22; 


Logo  x-2  é  a  abscissa  do  ponto  de  intersecção  da  recta  pro- 
curada com  esta  ultima  bissectriz. 

A  equação  (5)  pode    ainda  ser  reduzida   a  uma   forma    mais 

snnples,  pondo  Xi  =  — ,  Temos  então 

073*  —  CiíTa^  —  Ar^  =  O, 


)nde 


Ci-^I6a2sen"^-oj  +  2/-. 


Os  quatro  valores  de  xz   são  reaes  quando    IBa'*  cos  —  co</', 

e  dois  d'estes  valores  são  reaes  e  dois  imaginários  no  caso  con- 
trario. 


VoL.  VIU  —  N.°  4 


SUR  LA  THÉORIE  DU  POTENTIEL 

ET  SUR  UK  TYPE  DE  SINGULARITÉ  DES  FONCTIONS 
ANALYTIQUES  UNIFORMES 

PAR 

M.  D.  POMPEIU 
Professeur  à  rUniversité  de  Bucarest 


I.  —  Continuitó  des  fonctions  U,  X,  Y,  Z 

1.  Soient 

X  =  S,v, -^  •  ^-^^  .  r/i; 

V  '  r"        r 

Z  =  S(V)  ^ •  (fv 

v        r 

les  composantes  de  ratlraction  exercée  par  une  masse  continue 
(à  trois  diniensions)  sur  un  point  P  (cc,  y,  z)  portant  l'unité  de 
masse. 

Nous  avons  designe  par: 
ç,  V],  2^:  les  coordonnées  des  points  allirants,  dont  Fensenible 

forme  le  volume  V; 
dv  =  dc^dr^dZ^'.  rélément  de  volume,  dans  la  masse  agissante; 
p  (^,  vj,  ^)'  la  densilé,  fonclion  du  point:  í;,  vj,  Z,\ 

Dans  ces  conditions  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  de  £C,  y,  z. 
L'étude  de  ces  composantes  de  Tatiraclion  ne  presente  aucune 
difficulté  tant  que  le  point  atliré  est  extérieur  aux  masses  agis- 
santes  ;  mais,  lorsque  ce  point  P  (o?,  y,  z)  se  trouve  au  sein 
mème  des  masses  agissantes,  les  intégrales  qui  définissent  X, 
Y,  Z,  portant  sur  des  fonctions  qui  deviennent  infinies  dans  le 
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champ  d'intt'f^rali()n,  nc  renlrenl  j)a.s  tlaiis  la  définilion  ordinaire 
cl  il  faut  nionlrer  que  cos  iniéj^ialcs  oiii  uii  sens  et  (ju'elles 
donnent  pour  X,  Y,  Z,  des  valcuts  íinics  et  bieti  d('lenuinées. 
Pour  arriver  à  ce  résulutl,  oii  change  ordinaireinent  de  va- 
riables  en  pienant  des  coordoiinées  polaires.  Par  ce  procede 
ou  démoutre,  en  eííet,  que  Z,  Y,  Z  ainsi  que  la  íonclion  (le 
potentiel) 

U-S,v-^r/oj 
r 

sont  finies  el  bien  déterminées  en  chaque  point  de  Tespace. 

Mais  on  arrive  au  niènie  résultat  en  appliíjuant  les  générali- 
salions  classiques  de  la  notion  d'intégrale  définie  {convergence 
des  intégrales  définies:  voir,  par  exemple,  Joudan,  Cours  d' Ana- 
lyse,  lonie  ii,  chapilre  n).  Ce  procede  se  trouve  utilisé  dans  les 
leçons  de  Poinc4ké  {Théorie  du  potentiel  newtonien,  page  62  et 
suivanles). 

.Te  me  propose  de  nionlrer  que,  par  ce  procede,  on  arrive  à 
un  résultat  plus  complet  lelalif  à  U,  X,  Y,  Z,  puisque  Ton  peut 
élablir  la  continuité  de  ces  fonctions  et  non  seulement  qu'elles 
sont  finies  et  bien  déterminées. 


2.  Reprenons  donc  les  raisonnements  classiques  relatifs  aux 

i  =  S(v,F(^,-/i,gí^ 


intégrales 


portant  sur  une  fonclion  F  qui  devient  infinie  en  un  point  du 
cliamp  d'intégralion. 
Dans  le  cas  actuei 


F-   P ■ ^-^ 

-  ,.2  r      ' 

en  prenant,  pour  fixer  les  idées,  Tintégrale  qui  définit  X;  le 
raisonnemcnt  étant  le  inénie  pour  les  intégrales  qui  définissent 
Y  et  Z. 

Pour  conserver  la  plus  grande  généralité,  je  supposerai  seule- 
ment, en  ce  qui  concerne  la  clensité  p  (^,  Yj,  'Q,  que  c'cst  une 
fonction  bornée  et  inlégrable. 

Cela  étant  pose,  traçons  autour  du  point  P  ix,  y,  z),  pris 
comme  centre,  deux  sphèies :  une  S  de  rayon  £,  que  nous  lais- 
serons,  pour  Tinslant,  íixe;  une  autre  plus  pelite  i^'  dont  nous 
ferons  tendre  le  rayon  z'  vers  zero,  Enfin,  pour  simplifier  lécri- 
ture,  désignons  par: 

Sv_v,     Sv-£/,     ^t-Y.' 
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rintéffrale 


o-  ^ 


S  -\ (Iv 


v         r 


étendue :  1.°  au  domaine  (V  — S)  forme  par  les  points  (^,  y;,  S^) 
de  V  qui  sont  exlérieurs  à  S-,  2.°  au  domaine  (V  —  S')  forme 
par  les  points  de  V  qui  sont  exlérieurs  à  E';  Z.^  enfin,  au  do- 
maine (É  —  S)  forme  par  les  points  de  S  qui  sont  exlérieurs  à.  S', 

LMnlégrale  Sy— 5^  a  un  sens  parfaitement  defini,  puisque  la 
fonclion  à  intégrer  est  bornée  et  intégrable  dans  le  champ 
dintégration  (V  —  S). 

Nous  désignerons  par 

H  (a?,  y,  z,  e) 

la  valeur  de  cette  integrale:  en  eíTet,  elle  est  une  fonction  du 
point  (íc,  y,  z)  et  du  rayon  e. 

Maintenant  Tintégrale  S^—^/  a  aussi  un  sens  parfaitement  de- 
fini, puisque  dans  le  champ  d'intégralion  la  fonclion  a  inlégrer 
est  bornée  et  intégrable. 

De  plus,  on  a 

1  ^1-^'  I  ^  ^S-S'  "4"  ^^  ^  ^S-S'  -^  ^'^ 

en  désignant  par  M  la  borne  supérieure  de  p  dans  le  volume  V. 
Mais  on  trouve  immédiatement 

M 

S^_^/  -^  f/to  =  4rM  (s  -  £')  <  47:M3 

d'oíi 

(l)  |S£_2/|<47CM£ 

ce  qui  montre  que  Tintégrale  Sv— s'  tend  vers  zero  avec  £,  et 
cela  quel  que  soit  le  rayon  s'  de  la  sphère  S'  intérieure  et  con- 
centrique  à  S. 

Par  cela  méme  il  est  démontré  que  Tinlégrale  Sy—^/  ou,  ce 

qui  revient  au  méme,  Tintégrale  Sv_^  tend  vers  une  limite  finie 

et  bien  délerminée  lorsijue  s  lend  vers  zero. 

En  eífet,  d'après  un  théorème  fondamental  dans  la  reclierche 
des  limites,  une  quantilé  variable  ^  (s),  dépendant  de  la  varia- 
lion  d'un  paramètre  positif  s,  tend  vers  une  limite  finie  et  bien 
déterminée  si,  lorsque  e  tend  vers  zero  (d'une  façon  continue 
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ou    par  valeurs   discrètes)    on    pcut    faire    lorrespondrc    ;i    lonl 
iiombre  posilif  a  une  valeur  £  clu  paramèlre,  telle  que  lonl  ail 

\k{e)-k(e')\<a 

quelle  que  soit  la  valeur  de  e'  dans  Tintervalle 

0<£'<£. 

Cest  ce  ihéorème  que  nous  avons  appliqué  a  la  fonclion 
H  (x,  y,  z,  e). 

Cetle  fonclion  oCi,  pour  le  moment,  o?,  y,  z  sont  fixes,  lend 
donc  vers  une  limile  finie  el  bien  délerniinée  lorsque  £  lend 
vers  zero.  Cesl  celte  limite  qui  será,  par  définilion,  la  valeur 
de  X  au  point  cc,  y,  z. 

3.  Faisons  mainlenant  varier  le  point  (o;,  y,  z)  dans  Tinlérieur 
du  volume  V  et  sur  la  frontière,  en  laissant  £  constant.  Le  rai- 
sonnement  du  n.°  précédent  esl  toujours  applicable  el  Ton 
arrive,  quel  que  soit  le  point  {x,y,  z)  considere,  à  la  relation  (1). 

Cela  prouve  que  la  fonclion  H  [x,  y,  z,  e)  lend,  dans  V 
(frontière  comprise),  unifonnévujU  vers  une  íonction  limile  que 
nous  désignerons  par 

H  (a;,  ?/,  z,  0)  =  X  (cc,  y,  z). 

4.  Si  donc  la  fonclion  H  (íc,  y,  z,  £),  ou  £  csl  un  paramètre, 
est  continue,  par  rapport  h  Tensemble  des  variables  £C,  y,  z, 
dans  le  domaine  V,  il  en  será  de  mème  de  la  fonclion  limile 
X  {x,  y,  z). 

Démonlrons  donc  que  H  esl  une  fonclion  continue  de  l'en- 
semble  des  variables :  x,  y,  z. 

Pour  cela  prenons,  dans  V,  deux  poinls  Pi  («i,  yi,  zi)  el 
Pâ  (íC2,  ^2,  Zâ)  el  démonlrons  que 

I  H  (Pi)  -  H  (P.)  I 
lend  vers  zero  avec 

^'  =  (a?i  —  íC2)"2  +  (y,  —  y-if-  4-  (zi  —  Zif. 

Autour  des  poinls  Pi  el  P-2,  pris  comme  centres,  je  décris 
deux  sphères  Di  el  Sâ  ayant  mème  rayon,  de  longueur  £,  et  je 
suppose  encore  que  Ton  a  pris 

§<£. 
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Cela  élaiit,  j  observe  que  la  (liHéiXMice  des  iiilégrales  qui  donne 

(2)  H  (PO -11(1^-2) 

se  réduit  à  la  diíFérence  d'intégrales 

Si  —  S-2, 
en  désignant  par:  Si  Tintégrale 

7'^         r 

étendue  au  domaine  Ai   foimé  par  les  points  de  (V  —  Si)  con- 
tenus  dans  S^;    et  par  S2  Tinlégrale  J  élendue  au  domaine  Aa 
forme  par  les  points  de  (V  —  Sij  intérieurs  à  Si. 
On  a  d'ailleurs 

|Si-S.l<|Si|  +  |S2| 

et  dans  les  doinaines  Ai  et  A2  la  fonction 


,.2 


admet  une  home  supcrieure  \i  et  celte  borne  n'est  pas  dépassée 
lorsque  ^  tend  vers  zero. 

Mais,  lorsque  ã  tend  vers  zero,  Tétendue  des  domaines  Ai 
et  A2  tend  vers  zero  et,  puisque  la  fonction  sous  les  signes 
d'intég;ration  est  bornée,  la  somme  |  Si  |  +  |  S-2  j  tend  vers  zero 
avec  ^. 

Cela  prouve  que  la  diUérenre  (2)  tend  vers  zero  avec  B  et 
que,  par  suite,  la  fonction 

II  {x,  y,  ;;,  e) 

est  continue  par  rapport  à  Tensemble  des  variablcs :  x,  y,  z. 

HapproclK^ns  maintenant  ce  resultai  de  celui  trouvé  au  n."  3: 
nous  obtenons  ce  resultai  dcfinitif: 

La  fonction  X  {x,  y,  z)  est  contitme  dans  V,  y  compris  la  fron- 
ítère  (puis(|ue  dans  nos  raisonnements  nous  n'avons  fait,  nulle 
part,  dislinction  entie  les  points  intérieurs  \\  V  et  les  points  fron- 
tières). 

Observons  encore  ((ue  relativemenl   ii   la  densilé   p  (^,  r,,  S^j 
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nous  n'avons  fait  d'aiilres  hypoli»èse.s  que  cellcs  iclulivcs  a 
Vintégrabilité  et  à  l'existence  d'une  borne  supéneure,  dans  V : 

p<M. 

5.  II  est  évidenl  que  les  mémes  raisonnements  s'appliquent 
aux  composanles  de  rattractioii  d'une  masse  continue  (à  deux 
dimensions).  On  a  dans  ce  cas: 

;■         r 

/•         r 

les  notalions  restant  les  mémes :  (K)  désignant  la  région  du 
plan  ou  se  trouve  la  masse  agissanle  et  í/m  =  (/^</yj  étant  Télé- 
ment  d'aire  dans  la  région  (R). 

6.  Par  les  mémes  raisonnements  on  démonlre  que  le  poten- 
tiel  newtonien 

r 
est  une  fonction  continue  dans  tout  le  plan. 

7.  Remarquons  enfin,  à  propôs  du  potentiel  U,  que  lorsque 
le  point  attiré  séloigne  à  Tinfini  le  pi'oduit 


tend  vers 

S(V)p  </i' =  masse  tolale  altirante. 

Un  raisonnement  analogue  montrerait  que  les  composantes 
X,  Y  de  Taltraclion  d'une  masse  continue  (à  deux  dimensions) 
ne  sauraienl  étre  identiqueuient  nuUes  tant  que  la  masse  tolale 
attirante  n'est  pas  nulle. 

En  eífet,  supposons  que  le  point  (a?,  y)  s^cloigne  à  rinfitii 
dans  une  direction  faisant  avec  les  axes  des  angles  (a,  jB).  On 
aura 

lim  .  s/x"^  +  3/2 .  X  =  —  |i  cos  a 

lim  .  \/x^  -\- ■ip'  .\  -==  —  \s.  úvi  a 
en  désignant  par  |j.  la  masse  totale  altirante. 
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II.  —  Un  type  de  singularitó 
des  fonctions  analytiques  uniformes 

8.  Nous  avons  pose,  aii  n."  5, 

Mais,  j'observe  que,  désignanl  par  i  l'unité  imaginaire,  on  a 
^-x  _.ri-y  1  t 


/■2  r^  (-  _  íc)  +  2  (-/j  —  ^)      S;  —  0 

en  posant 

S;  =  Ç-fr/j,     2  =  a;  4- 2^. 

Cela  étant,  reprenons  les  intégrales 

X  =  S(K)  — j—  pí/to,     Y  =  S(R)  — ^— .  pí/co 

et  formons  la  conibinaison 

X  -  í  Y  =  S(R)  — ^  r/(o 

Q  —  2 

qui  définit  une  fonction  de  z  =  x-\-  iy,  continue  dans  tout  le 
plan. 

Cela  resulte  du  fait  que  X  et  Y  sont  séparénient  continues 
dans  tout  le  plan;  mais  on  pourrait  aussi,  en  consideram 
a  priori  Tintégrale 

(2)  F(.)  =  S(R,^^<o 

[ou  p  (^,  7j)  est  une  fonction  bornée  et  inté^rable  dans  (R),  d'ail- 
leurs  positive]  dcmontiçr,  en  suivanl  exactement  le  procede 
employé  aux  n."**  2,  3,  i,  que  la  fonclion  V  iz)  esl  conlinue  áíxna 
tout  le  plan. 

9.  De  la  considération  dirccte  de  rintégrale  (2)  il  lésulte 
encore  que,  en  deliors  de  (R),  la  fonclion  F(z)  est  holomorphe 
et  nulle  à  Tinfini.  En  eíFet  on  vérifie  inimédialement  Texistence 
d'une  dérivée  unique  F'(z)  poui"  lout  poiut  exlérieur  à  la  ré- 
gion  (R),   et  Ton  voit  toute  de  suite  que  lorsque  z  séloigne  ;i 


233 


rinfini  le  module  de  la  fonction  sons  le  signe  d'inlégi-alion  lend 
vers  zero. 

L'holoniorphie  de  F(z).  en  deliors  de  (R),  resulte  aussi  des 
propriétés  des  fonctions  X  et  Y.  On  a,  en  effet, 

dx  '      dy 

et 

d'oil 

Dautre  part,  on  a  identiquement: 

ô^u  _  e^u 

dxdy       dydx 
d'oíi 

by         dx  ' 

Mais  les  équations  (3)  et  (4)  ne  sont  autre  chose  que  les  con- 
ditions  de  Cauchy  pour  que  la  somme 

soit  une  fonction  monogène  de  z  =  x-{-iy. 

10.  Ainsi,  pour  z  extérieur  à  la  région  (R),  Tintégrale 

définit  une  fonction  holoniorplic  qui  s'annule  h  linfini.  Dans  la 
région  (R)  Tintégrale  ci-dessus  dóíiiiil  une  fonction  continue 
([ui  se  raccorde  avec  la  foTiclion  holoiuorphc  lout  le  long  de  la 
frontière  de  (R). 

11.  Mais,  ii  est  naturel  de  se  deinander  quelle  relalion  il  y 
a  enlre  la  fonction  holomorphe,  définie  i)ar  Tinlégrale  F(z)  en 
dehors  de  (R),  et  la  fonction  continue,  définie  pai-  F  (z)  dans 
rintéiieur  de  (R). 
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La  fonclion  conliniie  n'est  pas  le  pt  olongement  analytique  de 
la  fo7iction  holonioiphe,  puisque  Ton  peut  démontrer  qu'en  ge- 
neral ce  prolongement  existe  et  est  diflérent  de  la  fonclion  eon- 
tinue  en  question. 

Cest  une  remarque  déjh  faite  par  Pol^CARÉ  {American  Journal 
of  Mathematics,  vol.  xiv,  page  209)  que  la  fonclion  holoniorphe 
définie  par  Tintégrale 

s        P 


I 


í/(i> 


en  dehors  de  (R),  n'admet  pas,  en  general,  la  région  (R)  comme 
espace  lacunaire,  mais  il  est  certain  que  les  points  singuliers  de 
celte  fonclion  se  trouvent  dans  celte  région.  Alors,  lenant 
compte  du  fait  que  rinlégrale  I  définit  une  fonclion  continue 
dans  louL  le  plan,  on  esl  nalurellemenl  amené  a  se  demander 
si  Ton  ne  pourrait  pas  utiliser  celle  inlégrale  pour  construire 
une  fonclion  analylique  unifoime,  continue  sur  l^ensemble  de  ses 
points  singuliers. 

Cela  esl  possible  comine  nous  allons  le  voir. 

12.  Servons-nous  de  la  généralité  que  nous  avons  laissé  à  la 
fonclion  positive  p  (?,  tj)  qui  esl  la  densité ;  nous  avons  imposé  \\ 
celte  fonclion  deux  condilions  seulemenl: 

1.°  qu'elle  soil  bornée ; 

2.°  qu'elle  soit  intégrable. 

En  respecianl  ces  deux  condilions,  nous  allons  definir  dans  (R) 
une  fonclion  p  particulière. 

Dans  la  région  (R)  prenons  des  points  'C,  fonnanl  un  en- 
semble  E:  par  fait,  partout  non  dense,  et  d'  aire  parlout  non  nulle; 
nous  supposons  encore  que  cel  ensemble  laisse  d'un  seul  lenant 
Tensemble  complémentaire  forme  des  points  z  qui  n'apparlien- 
nent  pas  à  E. 

En  particulier  celte  dernière  condilion  esl  remplie  si  Ten- 
senible  E  est  partout  discontinu. 

En  définilive  notre  ensemble  E  est  caraclérisé  par  les  pro- 
priétés  suivantes:  il  est  parfail ,  parlout  discontinu  et  d'aiie  par- 
tout non  nulle. 

Cela  pose,  cléfinissons  p  de  la  maniére  suivante : 

P(g  =  i 

p  {z)  =  0. 
II  esl   clair  que,  par  celle  définilion,  p  ne  sort  pas    de  nos 
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hypolhèses:  il  reste  inlcgrable  (au  sens  de  Lebesgue)  el  il  esl 
boi7ié. 

L'inlégrale 

peut  étre  traitée  par  les  méthodes  développées  dans  le  chapitre 
précédent  et  je  dis  qu'elle  définit  une  fonction  analylique  ani- 
íorme  qui  est  continue  sur  Tensemble  de  ses  points  singuliers. 

13.  D'abord  la  fonction  anal\ tique  Y  {z)  n'est  pas  identique- 
ment  nulle,  puisque,  avec  les  hypothèses  faites,  les  parties  réelle 
et  imaginaire  ne  sont  pas  nulles  (voir  n.°  7),  mais  on  peut  le 
voir  directement  en  appliquant  ;i  Tintégrale  F  (z)  le  raisonne- 
inent  fait  au  n.°  7  pour  le  potenliel  newlonien: 

U  =  S,v)  —  dv. 
r 

Ensuite  j'observe  que  pour  lout  point  z  la  fonction  est  mo- 
nogène  (rexistence  de  la  dérivée  se  vérifie  imniédiatement)  et 
puisque  Tensemble  des  points  z  est  d'un  seul  tenant  (par  hypo- 
thèse)  les  points  singuliers  de  F(2;)  ne  peuvent  être  que  des 
points  appartenant  à  E. 

Mais  je  dis  que  tout  point  'C,  est  singulier  pour  F(z). 

Prenons,  en  eíFet,  un  point  quelconque  to,  dans  E,  et  en- 
tourons  ce  point  par  un  contour  fermé  C  três  petit  et  ne  pas- 
sant  que  par  des  points  z.  Cela  est  possible  d'après  la  définition 
de  E. 

Désignons    par   Eo   Tensembie    des    points   ^   contenus   dans 
1'intérieur  de  C  et  par  E|  lensemble  des  points  Z  qui  se  trou 
venl  en  dehors  de  C.  On  a 


F  (^)  -  Seo  y^  ^Ao  +  Se,  -^-  r/co. 

Li  —  .Z  '-5  —  Z 

La  fonction  analvtique  Fj  (z)  définie  par  la  seconde  intégrale 
est  régulière  (/a?is  rintérieur  de  (^,  puisque  Ei  n'a  pas  de  points 
dans  C.  La  fonction  analylique  Fo(z),  définie  par  Tintégrale  Se^, 
n'esl  pas  idenliquenienl  nullc  (puisque  l'aire  «o  de  Tensenible 
Eo  n'est  pas  nulle,  par  hypotbèse);  olle  est  régulière  en  dehors 
de  C:  donc  ses  points  shiguh'e/s  (qui  existenl  nécessaijement , 
puisque  Fo  {z)  n'est  pas  idenliqucment  nulle)   sont  situes  dans 
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1'intérieur  de  C.  íMais  puisqiie  la  ft)iuli()ii  Fi  (z)  n'a  pas  de  poinls 
singiiliers  dans  rinléiieui"  da  C  et  puisque  Fq (z)  en  a,  la  fonctioii 

F(z)  =  Fo(2)  +  Fi(z) 

a  certainement  un  point  singulier  dans  rintérieur  du  contour 
fermé  C. 

Mais  C  a  pu  élre  pris  aussi  prés  qu'on  Ta  voulu  du  point  S^o^ 
donc  2^0  est  limite  de  points  singuliers  et,  puisque  F  (2)  est  une 
fonction  uniforme,  S^o  est  lui-méme  un  ^oint  singulier. 

Mais  2^0  est  un  point  quelconque  dans  E. 

Donc :  tous  les  points  de  E  sont  ún^uliers  pour  F  (z). 

Le  procede  de  raisonnement  que  nous  venons  d'eniployer 
est  du  h  M.  Deinjoy  (voir  sa  Note  dans  les  Comples-Rendus.  3 
mai  1909). 

14.  On  aura  remarque,  sans  doute,  le  role  joué  dans  cette 
démonstration  par  la  propriété  de  lensemble  E  d'ètre  partout 
disconlinu. 

II  est  clair  que  Ton  peut  prendre  pour  E  un  ensemble  par- 
fait,  partout  non  dense  et  d  aire  partout  non  nulle,  mais  d'un  seul 
tenant,  à  condition  toutefois  qu'il  laisse  aussi  d'un  seul  tenant 
Tensemble  coinplémentaire  forme  par  les  points  z. 


L'intégrale 


F(z)  =  Se— ^í/co 


définit  encore  une  fonction  analytique  partout  continue,  mais 
pour  démontrer  que  tous  les  points  Z,  de  E  sont  singuliers 
pour  F(z)  il  faut  faire  intervenir  dautres  considérations  et  une 
discussion  três  délicate  est  nécessaire. 

15.  En  défmitive,  nous  avons  defini,  au  moyen  de  Tintégrale 

dm 


F(2)  =  Se- 


2;-z 

une  fonction  analytiquc  qui  est  uniforme  et  qui  est  continue 
dans  tout  le  plan,  donc  continue  aussi  sur  Tensemble  de  ses 
points  singuliers. 
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III.  —  Historique 

16.  Les  resultais  essenliels  de  ce  ÍMémoire  ont  été  resumes 
dans  une  Note:  Sur  les  singularilés  iles  fonctíuns  anali/iigues  uni- 
formes, présentée  par  Poincaré  à  lAcadeniie  des  Sciences  de 
Paris  (séance  du  Lundi  28  novembre  !901),  Dans  cette  Nole  je 
donne  un  exemple  simple  d'ensemble  E  parfait  et  partout  dis- 
continu,  d'aire  non  nulle;  je  forme  rintégrale  qui  déíinit  F  (z) 
et  je  renvoie,  pour  les  détaiis  des  dénionstralions  :i  la  thcoi-ie 
du  polentiel.  Mais  j'ai  tenu  a  montrer  que  cetle  inlégrale  peut 
étre  obtenue  soil  comme  un  cas  limite  de  Tinlégrale  au  sens 
de  RiEMANN,  soit  direclement  d'après  la  définition  de  Lebesgue. 
.Pai  insiste  aussi  sur  la  condition  imposée  à  Tensemble  E  d'avoir 
une  aiie  non  nulle;  autrement  F  (z)  esl  identiquenient  nulle. 

Je  repete  que,  en  ce  qui  concerne  les  propriétés  dn  poten- 
liel  je  n'ai  pas  cru  devoir  les  rappeler  et  en  faire  Tapplication 
precise  à  Tinté^rale  définissant  F(2).  En  particulier  ce  resultai, 
qui  joue  une  role  essentiel  dans  la  définition  de  V(z),  d'après 
lequel  le  potenliel  logarilhmique  et  ses  dérivées  pvemihes  sonl  con- 
tinus  dans  lout  le  plan  si  la  fonclion  (densité)  p  est  inltgrahle  et 
bornée,  je  le  regardais  comme  classique  et  je  n'ai  pas  cru  devoir 
y  insister.  Aujourd'bui  mème  je  ne  sais  pas  si  la  mélhode  que 
j'ai  emplovée  pour  démontrer  la  conlinuité  du  potenliel  et  de 
ses  dérivées  premières  est  nouvelle.  On  en  Irouvera  une  autre 
dans  les  Mémoires  de  M.  H.  Petrim  {Acta  Mathematica ,  tomexxxi, 
page  321  et  Journal  de  Mathirnatiques  purés  et  appliquèes,  1909, 
tome  V,  pages  127-130)  qui  peut  aussi  servir  a  démontrer  la 
conlinuilé  de 

F(z)  =  X-2Y 

en  démontrant  séparément  la  conlinuité  de  X  et  de  Y.  Mais  il 
me  semble  que  la  mélbode  que  j'ai  employé  dans  ce  Mémoire 
est  la  plus  simple  et  la  plus  nalurelle,  étanl  fondée  sur  une 
proposition  élémentaire  d'Analyse, 

II  est  vrai  que  cette  mélhode,  toul  en  permetiant  de  dé- 
montrer la  conlinuiti  de  F(2),  ne  donne  aucune  indicalion  sur 
la  nalure  de  celle  conlinuité.  Mais  dans  ma  Note  de  1 904  je 
n'avais  pas  autre  chose  en  vue,  Plus  lard  lorsque  jai  voulu 
démontrer  que  la  dérivée  de  F' (z)  est  bornée,  j'ai  employeé  une 
autre  mélhode  pour  élablir  la  conlit.uité  de  F  (z)  cl  j'ai  montré 
[Americain  Journal  of  Mathematics,  vol.  xxxii,  pages  327-332) 
que  la  fonclion  F  (z)  salisíait,  dans  lout  le  plan,   à  la  condiíion 
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de  LipscHiTz 

\V{z')-V{z")\<:/.-.\z'-z''\ 

k  étant  une  constante  indépendante  des  points  z  consideres. 

17.  Le  iMénioire  présenl  n'est  que  l'exposilion  de  lordrc 
mènie  des  idées  qui  ni'a  conduit  aux  resultais  resumes  dans 
ma  Note  de  novembre  de  1904,  et  je  ne  Taurais  certainement 
pas  publié  si  le  résultat  fondamental  de  ma  Note  n'avais  pas 
été  longtemps  ignore  et  si  ce  résultat  n'était  pas  en  rapport 
immédiat  avec  un  problème  irès  délicat  de  la  tbéorie  des  fonc- 
tions. 

Cest  pourquoi  je  ne  crois  pas  inutile  d'entrer  dans  quelques 
détails  historiques. 

Dans  ses  Leçons  de  Stockholvi  (*),  M.  Painlevé,  s'occupant 
(dix-ncuvième  leçon)  incidemmcnt  des  singularités  des  fonctions 
analyliques  uniformes,  avait  été  amené  à  se  demander  si  une 
fonction  f{z),  en  prenant  le  mot  fonction  dans  sen  sens  general, 
définie  dans  une  région  R,  monogène  dans  celte  region  sauf 
peut  étre  pour  les  points  2^  d'un  ensemble  E  parfait  et  non 
dense,  pour  lesquels  /'(z)  est  supposée  coiilinue,  nest  pas  néces- 
sairement  holomorphe  dans  R, 

Le  cas  simples  ofi  E  se  réduit  it  un  scul  point  £^  ou  à  un  en- 
semble dénonibrable  de  points  Z,  ou  méme  à  un  ensemble  dé- 
nombrable  de  lignes  rectifiables  —  cas  pour  lesquels  la  réponse 
est  affirmalive,  paraissait  permeltre  une  démonstration  pour  le 
cas  general  oii  les  points  2^  forment,  dans  R,  un  ensemble 
fermé  E:  partout  non  dense  ou  (laissant  de  còté  les  points  isoles) 
un  ensemble  E  parfait  et  partout  non  dense. 

M.  Pai!nlevé  avait  méme  esquissé  une  démonstration,  dans 
ses  Leçons  de  Stocliholm  (pages  43G-438). 

Les  leçons  de  M.  PAl^LEv^:  ont  été  publiées  en  1897.  En  1905 
M.  ZoRETTi  présentait  h  la  Faculte  des  Sciences  de  Paris  une 
Tlièse  ayant  principalement  pour  objet  de  démontrer  rigoureu- 
sement  que  méme  dans  le  cas  general,  la  réponse  à  la  question 
de  1\L  Paim.evé  est  affirmative.  M.  Zoretti  s'occupait  spéciale- 
nient  des  fonctions  analytiques  uniformes  et  supposait  Ten- 
semble  E  partout  discontinu. 

De  mon  còté,  vers  la  méme  époque,  et  méme  avant,  ra'occupant 
de  la  méme  question  j'étais  arrivé  à   reconnaitre  que  Velendue 


(^)  Leçons  sur  la  théorie  analytique  des  équations  différentieUes,  proféa 
eées  à  Stockholm,  par  M.  P.  Painlevé.  Paris,  Hermann,  1897. 
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(1c  l'ensemble  E  a  iin  role  esscnliel  dans  la  qucslion.  Ainsi 
dans  une  Note,  piésentée  par  Poincahé  à  rAcadéiuie  des  Sc-icnces 
(26  niai  1902)  iii'()cciipant  de  la  question  de  M,  1*ai>levé,  jc 
laisais  reiuarquer  que  les  resultais  affirniatifs  obteuus  dans  les 
cas  simples  oíi  E  est  un  enseinble  réductible  de  points  ou  de 
lignes  reclifiables  ne  s'étendait  pas  au  cas  general  oú  E  est 
un  ensenible  parfait  quelconque,  partout  non  dense,  et  je  falsais 
méme  allusion  à  un  exemple  siuiple  de  fonction  f{z),  que  j'ai 
donné  ensuite  dans  nia  Thèse  (*j  (soutenue   le  31   mars  1905). 

Voici  cet  exemple. 

Sur  le  còté  AB,  d'un  rectangie  ARCD,  je  definis  une  fonction 
continue  non  constante  ayant  un  ensemble  dense  d'intervalles 
d  invariabilité;  j'achève  la  définition  de  la  íonction  dans  le 
rectangie  en  donnant  à  cette  fonction,  sur  toute  parallèle  h  AD, 
une  valeur  constante  égale  a  la  valeur  correspondante  sur  le 
còté  AB.  Soit  f(z)  la  fonction  ainsi  définie: 

1.**  Elle  est  continue  dans  le  rectangie  ABCD; 

2."  Dans  toute  i'égion  intérieure  au  rectangie  on  peiít  trouver 
une  autre  region  oú  f(z)  est  consíante,  et  par  suite  lioloinoiphe; 

3.°  Mais  f{z)  ii'est  pas  holomorphe  dans  le  rectangie  ABCD. 

J'étais  en  possession  de  cet  exemple  dès  le  móis  de  mai  1902  : 
il  montre  d'une  façon  evidente  que  dans  le  cas  general  d'un 
ensemble  E  parfait  et  partout  non  dense,  la  repouse  à  la  ques- 
tion de  M.  Painlevé  n'est  pas  affirmative.  Mais  pour  la  théorie 
des  fonctions  analyliques  cet  exemple  n"élait  d'aucune  utililé 
puisque  dans  le  rectangie  ABCD  les  points  'C,,  oCi  /"(z)  n'est  pas 
monogène,  ne  laissent  pas  dun  seul  tenant  Tensemble  des 
points  z  oú  f{z)  est  monogène;  donc  il  ne  montre  pas  la  possi- 
bilite d'une  fonction  analytique  uniforme  continue  sur  Ten- 
semble  des  points  singuliers.  II  montre  seulement  comment  des 
fonctions  holomorpbes  différenles  peuvent  se  raccorder,  par  con- 
tinuité,  sur  un  ensemble  E  parfait  et  non  dense, 

La  théorie  du  potentiel,  ainsi  que  je  Tai  montre  dans  ce 
Mémoire,  me  donna  le  moyen  de  construire  un  exemple  de 
fonction  analytique  uniforme  partout  continue,  donc  continue 
aussi  sur  Tensemble  des  points  singuliers. 

Une  Note  de  M.  De^joy  dans  les  Comptes  Renc/us  (3  mai  1909) 
attira  de  nouveau  Tattention  des  analystes  sur  la  question  et 
M.  Painlevé  (dans  le  mème  n.°  des  Comptes  Rendm)  ajouta  ses 
observations  h  la  Note  de  M,  Denjoy,  D'aprés  M.  Paim.evé  «cet 
exemple  oífre  un  type  extrèmement  remarquable  de  singularilé 


(í)  Inséi-ée  dans  les  Annales  de  Toulouse  (année  1905). 


2iO 


des  fonclions  analylicjucs».  Avcc  cct  exemple  «une  queslion 
ualurelle,  une  queslion  fondanicntale  qui  rcslait  indécise  à 
Tenti-ée  de  la  lliéorie  des  fonclions  uniformes,  est  aujourdhui 
iranchée,  et  tranchée  précisément  dans  les  sens  qui  semblait  le 
moins  vraiseniblable  à  la  plupart  des  analystes». 

Voici,  d'ailleurs,  comment  se  posait  celte  queslion  (toujours 
d'après  M.  Pai.m.evé): 

«Une  fonclion  analytique  F  (z)  tlonl  les  singularilés  fonnenl 
un  ensemble  parfail  pailoul  disconlinu,  soil  E,  est-elle  toujours 
indéterminée  (soit  complètemenl,  soit  incomplèlemenl)  au  voi- 
sinage  de  ses  poinls  singuliers?  Ou  bien,  au  conlraire,  peul-elle 
èlre  continue  partoul,  sa  dérivée  seule  cessant  d'exister  en  des 
poinls  de  E?» 

Cest  celte  cjueslion  que  c'est  pose  M.  Zoretti  dans  sa  Thèse 
[Journal  de  Jordan,  année  1905)  et  quoiqu'il  se  propose  de  dé- 
montier  la  disconlinuité  nécessaire  de  la  fonetion  F  (2)  sur  E, 
RI.  ZoiíETTi  se  demande: 

Peut'il  y  avotr,  au  contraiie,  continuité,  la  singularilé  ne  se 
manifeslant  que  sur  la  dérivée?  Le  seul  fait  quune  lelle  queslion 
soit  encore  posée  au  debul  nume  de  la  ihéorie  des  fonclions  indique 
assez  combien  la  solulion  de  ce  problème  doil  présenler  des  diffi- 
cu  li  és. 

Cest  ce  problème  que  j'ai  résolu  par  mon  exemple,  contenu 
dans  la  Notes  des  Comples  Rendus  du  28  novembre  190i;  il 
monlre  Tinexactitude  du  tbéorème  de  I\I.  Zorktti. 

18.  Dans  ses  Leçons  sur  le  prolonge?nenl  analylique  (page  85) 
]\I.  ZoREiTi  reconnait  Tinexaclitude  du  tbéorème  énoncé  dans 
sa  Thèse,  mais,  incomplèlemenl  infojiné,  affirme  simplement 
que  mon  exemple  a  été  donné  en  1905,  sans  date  precise  ni 
renvoi  bibliographique  (•).  Ensuite,  parlant  toujours  de  mon 
exemple,  M.  Zoretti  observe  que  «s'il  n'a  pas  été  remarque 
plus  lôt,  c'est  que  les  raisons  données  a  lappui  par  M.  Pompeiu 
étaient  insuffisanles». 

Cest  en  lisant  cetle  observalion  de  M.  Zoretti  que  je  me 
suis  vu  force,  pour  ainsi  dire,  d'exposer  dans  ce  Mémoire  ces 
raisons  c]ui  ont  paru  irès  suffisantes  a  mon  illustre  maitre  Poincaré, 
puisque  c'est  lui-méme  cjui  a  presente  ma  Note  à  TAcadémie  des 
Sciences  (séance  du  28  novembre  1904). 


(')  A  la  page  96  de  soo  livre,   M.  Zoretti,  parle  de  nouveau  de  ma 
Tlièse  et  "dit  «Méinoire  déjà  cite»  et  cependant  il  ne  Ta  cite  uuUe  part 


daus  sou  livre 
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Réduile  au  cadre  habiUiel  des  Comptes  Retulus  ma  Note  ne 
pouvait  conteair  explicitenieiU  que  les  lésullats  essenlielleiiient 
nouveaux,  en  renvoyant  pour  les  autres  \\  des  tliéorios  connues. 

Cesl  pourquoi,  apiès  avoir  conslruit  Tinléfírale  double  défi- 
nissaiit  la  fonclion  ¥  (z)  ]q  ine  suis  contente  d'ajouler: 

«On  peiít  voir,  en  effet,  en  s'appuyant  sur  les  propiiétés  bien 
connues  du  potentiel,  que  F(z)  est  une  fonction  continue  dans 
tout  le  plan».  (Comptes  Rendus,  28  novembre  1904,  page  915). 

Je  laissais  donc  au  lecteur  le  soin  de  calquer,  pour  le  cas 
de  F  (z),  des  raisonnements  classiques  dans  la  théorie  du  po- 
tentiel. Un  seul  exemple:  Pour  prouver  que  F(z)  n'est  pas 
identiquement  nul  il  suffisait  d'appliquer  à 

le  niême  raisonnement  qu'on  íait  pour  le  potentiel  newtonien 
(PiCARD,  Trailí  iVAnalyse,  tom.  i,  première  édition,  pag.  164) 
pour  préciser  la  manière  dont  ce  potentiel  s'annule  à  Tinfini, 
lorsque  le  point  attiré  s'éloigne  h  Tinfini  d'une  manière  quel- 
conque. 

Mème  procede  pour  démontrer  la  continuité  de  F(2):  déconi- 
poser  cette  fonction  en  parties  reélle  et  imaginaire,  et  consi- 
dérer  séparément  X  et  Y. 

M.  ZoRETTi  trouve  aussi  les  démonstration  de  M.  Denjoy  com- 
pliquées  de  choses  inutiles.  Le  lecteur  verra,  en  comparant  la 
méthode  de  M.  Zoretti  pour  démontrer  la  continuité  de  F(z), 
aux  pages  87  et  88  de  son  livre,  avec  la  mélhode  employée 
dans  ce  Mémoire,  laquelle  des  deux  méthodes  est  la  plus  simple 
et  surtout  la  plus  naturelle. 


VoL.  VIII  —  N.°  4 


SUR  LA  RELATION  DE  BOOTH 
ET  LES  C0UR8ES  DE  RIBAUCOUR 

PAR 

Emile  Turriére, 

à  Poitiers. 


1.  Un  grand  noinbre  de  piopriétés  rcinarqiiables  donl  jouis- 
sent  les  spirales  sinusóides  s'expliqiient  aisénient  par  une  pro- 
position  due  a  Maclauiiin  et  relrouvée  par  W.  Rokeuis:  !es 
spirales  sinusóides  sont  les  images  des  droiles  du  plan,  dans  la 
plus  sitnple  des  transformalions  conformes.  Si  Ton  relie  en  eíTel 
deux  noinbres  complexes  z  et  Z  par  Téquation 

Z  =  2", 

dans  laquelle  n  est  un  nombre  réel,  constant  et  quelconque,  on 
définit  ainsi  une  transformation  conforme  du  plan  de  Tune  des 
variables  complexes  en  le  plan  de  Tautre  de  ces  deux  varia- 
bles;  dans  le  cas  particulier  pour  lequel  Texposant  constant  n 
est  égal  à  — 1,  celte  transformation  n'est  autre  que  le  produit 
d'une  inversion  oi'dinaire  et  dune  symétrie  par  rapport  ii  un  axe. 

Lorscjue  le  point  affixe  du  nombre  complexe  z  décrit  une 
droite  donnée  dans  le  plan,  d'une  manière  ai'bitraire  d'ailleurs,  le 
point  affixe  de  1'aulre  variable  Z  engendre  une  spirale  sinusóide. 

D'aprcs  une  remarque  faile  piimitivement  par  M.  Haton  de 
LA  Goupii.i.iÍ:re,  la  spirale  logaritbmique  est  une  spirale  sinusóide 
singulière;  c'est  une  limite  d'une  famille  de  spirales  sinusóides 
variant  et  se  déformant  suivant  une  certaine  loi.  Cest  Ih  certai- 
nement  un  des  fails  dans  lesquels  il  faut  cliercber  les  origines 
des  propriétés  merveilleuses  de  la  spirale  logaritlimique. 

II  y  aurait  assurénjent  inlérèt  a  déterminer  les  raisons  pour 
lesquelles  certaines  courbes  parliculières  jouissent  ainsi  de  pro- 
priétés curieuses ;  parmi  le  nombre  considérable  et  toujours 
grandisFant  de  faits  isoles  qui  constituent  la  théorie  actuelle  des 
courbes  spéciales,  des  courbes  transcendantes  nolamment,  il 
serait  utile  d'élablir  des  coordinations  et  de  relrouver  les  causes, 


•243 


lorscjuVlles  existent,  pour  lesquellcs  certaines  de  ces  courbes 
particulières  dovaicnt  s'iiUroduire  néressairement  dans  la  Science 
cl  y  jouer  un  role  plus  ou  nioins  importam.  Ces  causes  sont 
de  natures  três  diverses,  en  raison  ménie  des  applications  infi- 
niinenl  variées  des  courbes  particulières. 

La  représentation  confoinie  piécédeniinent  rappelée  permet, 
comme  je  viens  de  lécrire,  d'expliquer  Timportance  des  courbes 
spirales  sinusóides;  il  est  possible  de  niéme,  ainsi  que  je  vais 
i'établir,  de  rattacher  h  létude  de  cetle  nièine  transforma tion 
conforme  la  théorie  des  courbes  de  Ribaucour,  courbes  qui, 
elles  aussi,  occupent  une  grande  place  dans  la  théorie  des 
courbes  spéciales  et  dont  Tensemble  des  propiiétés  constitue 
un  véritable  chapitre  de  Géomélric  plane. 

2.  Je  consacrerai  le  début  (Ui  présent  travail  à  une  formule 
assez  importante  (pie  Ton  doit  à  .1.  Booth:  c'est  dans  le  três 
remarquable  Mémoire  On  (/le  logocyclic  curve,  and  lhe  geonie- 
liical  origin  of  logaiit/ims  {Quai leiíy  Journal  of  Mal/iemalics, 
t.  iM,   18G0,  p.   135),  que  se  trouve  celte  formule. 

Elle  concerne  les  rayons  de  courbure  de  deux  courbes  in- 
verses,  en  des  points  inverses ;  soient  deux  courbes  inverses,  par 
rapport  à  Torigine,  (C)  et  (Ci):  soient  M  et  Mi  les  poinls  des 
deux  courbes  precedentes,  associes  dans  cette  inversion:  entre 
les  segments  ■(,  "fi  interceptes  sur  les  rayons  vecteurs  OM  = /• 
et  0M|  =  '1  par  les  deux  cercles  osculateurs  aux  deux  courbes, 
en  les  deux  points  M  et  IMi,  existe  la  relalion  générale  de  Booth: 

T       Tl 

Des  considérations  géométriques  três  simples  permettent 
d'établir  cetle  relation  de  Booth.  Elle  est  évidemment  vérifiée 
lorsque  la  courbe  (C)  est  une  drolte,  (Ci)  étant  alors  une  cir- 
conférence  qui  passe  par  le  pòle  O :  Y  est,  en  eífet,  infini  et  ri 
est  égal  à  ^i.  I^orsque  (C)  et  (Ci)  sont  deux  cercles  confondus, 
les  deux  segments  y  et  (i  sont  égaux  et  de  signes  opposés; 
d'ofi  il  resulte  que  Ton  a,  dans  ce  cas: 

r        n        OM        OMi       OM  — QMi_MM|_ 
Y  "^  ^  ^  MMi  ^  m7m  ~        MMi        ~  MM,  ~"    ' 

Supposons,  en  troisième  lieu,  que  les  deux  courbes  (C) 
et  (Cl)  sont  deux  cercles  inverses  quelconques ;  ils  sont  homo- 
thétiques  par  rapport  au  pòle  O  dinversion,  les  points  homo- 
logues étant  Ml,  m  d'une  part,  et  M,  wi  d'autre  parf,  soit  X  le 
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rapporl  triiomolhótic;  on  a : 
Om         OM       ,      OM  OM  OMi  /.OM, 


OMi        Omi         '     Mm       OM— XOMi'    wiM|       XOMi-OM 

d'oíi: 

OM        OMt  _ 

Mm        mlM^  ~ 

La  relation  de  Booih  est  ainsi  établie  pour  les  cercles;  il  suffit 
maintenant,  pour  légitinier  áa  généralilé,  d'obsei'ver  que  Ia 
transformalion  par  rayons  vecteurs  reciproques  est  une  trans- 
formation  ponctuelle  particulière  et,  par  suite  une  transforma- 
lion de  contact:  la  relation  precedente  étant  vraie  des  cercles 
osculateurs  correspondants  de  deux  courbes  inverses  s'étend 
donc  aux  courbes  elles-mènies. 

Je  vais  maintenant  donner  une  démonstration  analytique  de 
cette  mème  relation  de  Booth.  Afin  de  pouvoir  obtenir  une  re- 
lation plus  générale,  je  substituerai  a  Tinversion  ordinaire  une 
transformalion  conforme  du  type: 

(2)  21  =  2". 

3.  Je  considere  donc  deux  plans  de  variables  complexes  z 
et  21,  rapporiés  à  deux  systèmee  de  coordonnées  polaires  (r,  6) 
et  (?i,  6i).  Enlre  ces  vaiiables  complexes,  je  supposerai  exister 
la  relation  (2),  dans  laquelle  w  será  un  nombre  algébrique  quel- 
conque,  Soienl  alors  (C)  et  (Ci)  deux  couibes  respeciives  des 
deux  plans,  qui  se  correspondem  dans  la  transformalion  con- 
forme définie  par  la  relation  (2). 

Les  angles  V  et  Vj  des  layons  vecteurs  avec  les  tangentes  aux 
deux  courbes  associées  sont  constamment  égaux.  Quanl  aux  cour- 
bes, un  simple  calcul  de  changement  de  variables  conduit  à  éta- 
blir  entre  elles  une  relation  parliculièrement  remarquable.  Dune 
manière  precise,  je  poserai 

,       </r  „        (Ih- 


I  r'^---,      > 


tang  V  -  --, 


r 


(3)  I  1   ^  ,.2  +  2/'2  -  rr" 
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et  les  formules  analogues  pour  les  élémenls  de  la  courbe  (C|). 
Des  relations  (4) 

(4)  ri  =  ,\     dl  =  nd, 

qui  sont  equivalentes  à  réquatiou  (2)  entre  les  deux  vaiiables 
complexes  z  et  zi,  resulte  par  dérivalions  la  formule  désirée 

(5)  n^  — —  =  («- l)sin  V. 

Celle  ci  peut  étre  mise  sous  une  forme  plus  elegante  et  plus 
expressive.  Soient  en  eíTet  M  un  point  arbilraire  de  la  courbe  (C) 
et  [JL  la  projection,  sur  le  rayon  vecteur  OM,  du  centre  de  cour- 
bure  de  la  courbe  (C);  soient,  de  mème,  Mi  le  point  de  la 
courbe  (Ci)  qui  est  associe  au  point  M  et  |jli  la  projection  sur  le 
rayon  vecteur  OiIMi  du  centre  de  courbure  de  cette  courbe  (Cj); 
on  a: 

M|x  =  R  sin  V, 

M)[xi  =  Ri  sin  Vi; 
Ia  relation  (5)  devient  ainsi: 

OMi        OM 

n-n ^, —  =  n—  I, 

iM||Xi        Mn 

ou  ce  qui  revient  au  mème: 

Oini        0\i. 


(6) 


n 


M)jj.i        M[x' 


Les  raisons  en  lesquelles  les  projections  dei>  centres  de  courbure 
divisent  les  rayons  vecteurs  des  courbes,  conjuguées  dans  la  corres- 
pondance  zi^^z",  sonl  dane  proportionnelles. 

II  est  encore  possible  de  présenler  ce  mème  résultat  sous 
une  autre  lòrme.  Le  cercle  osculateur  en  M  a  la  courbe  (C) 
rencontre  le  rayon  vecteur  OM  au  point  M  et  en  un  second 
point  ni\  soient  Mi  et  m{  les  poinls  analogues  pour  la  courbe 
(Cl).  11  vient: 

OM,         OMn— I 

^^^  ^  M,mi  "  M^  ~      2     "' 

c'esl  la  une  relation  linéaire  entre  les  raisons  en  lesquelles  les  rayons 
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vecleurs  des  courbes  conjuguées  sonl  divises  pai-  leurs  ceicles  oscula- 
leurs.  Dans  le  cas  particulier  oíi  n  est  égal  à  —  I ,  c'est-à-dire 
lorsque  le  transformalioii  conforme  envisagée  est  Tinversion,  les 
relations  (6)  et  (7)  deviennent  respeclivement 

(8)  { 

OMi        OM  _ 

Mimi        Mm  ~     ' 

la  second  relation  (8)  est  idenlique  a  celle  (1)  de  Booth. 

La  relation  générale  qui  vient  d'ètre  obtenue  se  rattache 
aussi,  dans  un  cas  particulier,  à  une  propriélé  décou verte  par 
IVIaclaur!>í  et  qui  est  caractérislique  des  courbes  spirales  sinu- 
sóides. Lorsque,  en  eíTet,  la  courbe  (C)  est  une  druite,  (Ci)  est 

une  spirale  sinusóide;  la  courbure  —  est  nulle ;  la  relation  (5) 
devienl  ainsi : 

(9)  n4^  =  (?i~l)sinV; 

Kj 

sous  cette  forme  particulièie,  elle  exprime  que  le  cercle  oscula- 
teur  d'une  spirale  sinusóide  partage  le  rayon  recteur  cn  une 
raison  constante:  c'est  la  propriété  découverte  par  MACLAURI^, 
a  laquelle  je  faisais  allusion. 

4.  Le  pur  calcul  vient  de  nous  conduire  à  une  relation 
entre  deux  expressions 

sin  Vi     et     — sin  V, 


Ml  R 

respectivement  atlacliées  aux  deux  courbes  conjuguées;  il  y  a  licu 
de  donner  de  cbacune  de  ces  deux  expressions  homologues  une 
mterprétation  soit  géomélrique,  soit  mécanique:  dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  celte  interprétation  nous  est  fournie  par  des  con- 
sidérations  cinématiques. 

Soit,  en  eífet,  une  couibe  (C)  qui,  piise  pour  profil  généra- 
teur,  roule  sans  glisser  sur  une  base  fixe  rectiligne.  Les  élé- 
ments  de  la  courbe  roulante  élant  ;•,  V,  et  R,  le  rayon  p  de 
courbure  de  la  roulelte  décrite,  dans  ce  i'oulement,  par  le 
pòle  O  auquel  est  précisément  lapporlé   le  profil  générateur, 
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est  donné  par  la  fi)rniule  générale  suivànle : 

(10)  p  (r  -  R  sin  V)  =  r^, 

Nous  voyons  ainsi  apparaitre  certaincs  expressions  figui^ant 
(ians  la  relation  (5).  Supposons,  pour  préciser,  que  les  deux 
courbes  conjuguées  (C)  et  (Ci)  soient  successivement  prises 
pour  profils  générateurs  dans  des  roulements  sur  base  recii- 
íigne ;  soient  p  et  pi  les  deux  rayons  de  courbure  des  deux 
roulettes  correspondantes  à  ces  deux  proíils,  En  les  inlrodui- 
sanl  dans  la  relation  (5),  celle-ci  prend  la  forme: 

7i  r 

n 


pi  —  ^1         p 


—  /• 


soit  M'  un  point  de  la  rouletle  associée  h  la  courbe  (C); 
soient  N'  le  point  de  renconlre  de  la  base  du  roulement  avec 
la  nonnale  n  la  rouletle  en  M'  et  C'  le  centre  de  courbure  de 
la  roulelte  qui  est  situe  sur  cette  norniale;  soient  enfin  M'i,  N'i 
et  C'i  les  points  analogues  de  la  rouletle  de  la  courbe  (Ci). 
La  relation  (5)  devient: 

M'N'  _      M'iN'i 

cette  dernière  relation  (11)  exprime  que  les  raisons  en  le&quelles 
la  base  du  roulement  divise  respeclivement  les  rayons  de  courbure 
des  deux  roulettes  associées  a  deux  courbes  conjuguées  sonl  dans  un 
rapport  co7islant 

Rn  résumé,  la  relation  rcmarquable  de  Booth  est  un  cas  par- 
liculier  d'une  fornude  simple  concernant  des  courbes  conju- 
guées dans  la  représeniation  conforme  définie  par  Téquation  (I) 
entre  deux  variables  complexes;  ceUe  é(jualion  généralise  non 
seulement  la  relation  de  Booth,  mais  elle  conlienl  comme  cas 
pariiculier  lexpression  analytiquc  d'une  propriélé  géomélrique 
découverle  par  ÍMkclauiun.  Le  désir  d'oblcuir  une  cerlaine  inter- 
prélalion,  simple  elle  aussi,  de  la  relation  générale  obtenue,  con- 
duit  à  envisager  la  raison  en  laquelle  une  droile  fixe  divise  les 
ravons  de  courbure  dune  courbe  quelconque.  Une  fois  cette 
raison  mise  en  évidence,  ou  serait  logiquement  amcné,  afin 
d'illustrer  par  des  exemples  la  théorie  precedente,  à  considerer 
celles  des  courbes  planes  pour  Icsquelles  cette  raison  esl  un 
rapport  constant:  c'est  ainsi  que  les  courbes  de  Rikaucoiik  s'in- 
iroduiraient  nécessairement. 
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Les  considérations  qui  précédent  jeltent  une  certaine  lumière 
sur  un  résultat  irès  remarquable  obtenu  en  1844  par  Ossian 
Bonnet:  dans  son  Mémoire  sur  les  Propriétés  géo7nétriques  et  mé- 
caniques  de  quelques  courbes  remarquahles,  il  fut,  en  effel,  amené  à 
considérer  les  courbes  que  nous  appelons  actuellement  courbes 
de  RiBAUCouR  au  lilre  de  roulettes  du  pòle  des  spirales  sinu- 
sóides (*). 

Poitiers,  le  30  Avril  1913. 


(•)  C.  Maclaurin,  Treatise  on  flitxions.  i,  Edinbourg,  17-10,  Chap.  ii, 
prop.  34  (Londres,  édition  de  1801,  pp.  328-332). 

W.  RoBEKTS.  Journal  de  Mathdmatiques  pu7-es  et  appliquées,  ]  .ère  série, 
t.  X,  1845,  pp.  177-193;  t.  xir,  1847,  pp  445-448;  t.  xiii,  1848,  pp.  209-220. 

En  ee  qui  concerne  les  spirales  sinusóides  et  les  courbes  de  RiBArcoru, 
il  suffira  de  se  repórter  aux  ouvrages  spéciaux  et  bien  connus  de  MM.  Gino 
LoRiA,  Gomes  Teixeira  et  H.  Wieleitner. 


SOBRE  LAS  PROGRESIONES  ARITMÉTICAS 
CUYA  DIFERENCIA  ES  PRIMA  CON  UN  CIERTO  MODULO 


POR 

J.  Bartnaga 


En  este  insignificante  trabajo  suponemos  conocidos  los  dos 
teoremas  siguientes,  debidos  á  Umberto  Co^cI^A(l): 

Si  en  una  progresión  aritmélica  de  números  nalurales,  la  dife- 
rencia ^  y  el  número  n  de  los  términos  son  primos  entre  si,  el  nú- 
7íiero  de  los  términos  primos  cun  n  es  cp  (n). 

Si  en  una  progresión  aritmética  de  números  naturales  la  dife- 
rencia t  y  el  número  n  de  los  términos  son  primos  entre  si,  el  nú- 
mero de  los  términos  que  tienen  con  n  el  májoimo  común  divisor  p 
es  igual  á  çp  (n  :  p). 

* 

Teorema  I.  —  Si  5  es  un  número  primo  con  N  =  nk,  la  suma  de 
los  términos  primos  con  n  de  la  progresión 

...,     N,     N  +  ^,     N  +  2Í,      ... 

comprendidos    entre    dos    múltiplos   nk    y    n  (k  +  h^)    cualesquiera 
de  n,  es 

Eu  cfecto,  la  progresión 

(I)        nk,     «/-f^,     ;//(■  + 2^,     ...,     n[>(- f  (/i- l)^j  f  (n- Ij^, 


(')  Ved:  11  Bolletino  di  Matemática,  n  "  1,  2,  3,  p.  9,  Roma,  1ÍU3;  Di 
una  estensione  dei  teorema  di  Eulero  relativo  ai  número  cf  (n). 
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piiede  descomponerse  en  la  suma  de  estas  oiras 

'n/t,  n^+â,  nki-2h,  ...,  n/-i(;i-ljB; 

n(/í-+2í),  n(/í-f23)+B,  n(/-+2â)+25 n(/(-+2í)+(n-l)^; 


(2) 


]n[k-\-{h-\)h],   n[/c-\-{h-l)^]-\-h,    n[/{-+(A-l)^J  +  2(5 

/i[yl'+(A-l)B]  +  (n-l)B. 

Consideremos  la  primera  de  estas.  Entre  sus  términos,  N  +  í^, 
(?=  1,2,  .  .  .,  n —  1),  existen  cp  (w)  primos  con  n,  que  corres- 
pondeu á  los  (p  (n)  valores  de  i  primos  con  n  y  menores  que  n. 
Si  designamos  estos  últimos  por  pi,  su  suma  es  según  se  sabe 

La  suma  de  los  términos  primos  con  n  que  contiene  esta  pri- 
mera progresion  es,  pues, 

■  S  (nk  H-  8;.)  =  ní-,  („)  +  ^  8  =  ií?M  (U  +  S). 

Repitiendo  el  razonamiento  para  la  (/ +  l)ésima  jg  j^^  progre- 
siones  (2)  se  tiene 

S  [n  (^-  +y^)  +  Vi]  ==  -^'^  [2  {k  ^fi)  +  í J ; 

Y  sumando  los  resultados  correspondientes  á  diclias  y^  progre- 
siones,  se  obliene  para  valor  de  Ia  suma  buscada 

como  debiamos  demostrar. 

Aplicando  la  proposición  á  la  serie  natural,  se  deduce  que: 
la  suma  de  los  números  primos  con  n  y  comprendidos  entre 
dos  múltiplos  nk  y  n(k-\-h)  cualesquiera  de  n  es 


^(U-^l,)h. 
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Ohservación.  —  Si  w  es  el  producto  de  m  números  primos  dos 
á  dos,  Til,  na,  ...,  n,„,  la  suma  á  que  se  refiere  el  teorema 
puede  obtenerse  en  íunción  de  la  sumas  análogas  'Z(njk  +  'ijpj), 
(y=^  1,  2,   .  .  .,  m),  de  los  términos  de  las  progresiones 

.  .  . ,     rijk,     Tijk  +  S,     Tijk  +  2â,      ... 

Porque  en  este  caso,  es 

!!íí^(2H/^^)/^--^^''"^''-"''"'"'^^^"^^^^^"^^^-'-^^^"'"\2X-+^^^ 

Teorema  II.  —  Si  ^  íí  «n  número  primo  con  N  =  nk,  la  suma 
de  los,  términos  de  la  progresión 

...N,     N  +  â,     N  +  2Ô,      ..., 

que  tienen  un  máximo  común  divisor  p  con  n  =  mp,  y  íí^a/i  cot/í- 
prendidos  entre  dos  tcr7ninos  nk  y  n(k  +li^)'  múltiplos  cualesquiera 
de  n  es 

Consideremos  descompuesta  la  progresión  (1)  en  las  par- 
ciales  (2).  Cada  una  de  estas  últimas  la  podemos  descomponer 
á  su  vez  en  otras  m.  Asi,  la  primera  de  ellas,  que  es  en  este  caso 

mpk,     mpk  +  ^,     mpk  +  2^,      . .  . ,     mpk  -f  {mp  —  1  )^, 

es  la  suma  de  ias  m  siguientes 

mpk,  mpk-\-^,  7npkj-2^,  ...,     /??/;/.+(/?— l)â-, 

/X^A-fo),  mpk-{-Íp-^r)Z,  mpk-\(p+2)^,  ...,  mpk+ilp-])^; 
/XwA"+2^),.   7npk-\-{yj^\)o,     ?y.-+(2/H2)^,     ...,     mpk+i'^p-l)h 

p[mk\{m-\)^j],     mpk+[{m-Í)pi-l]'Ò,     7npk^[{m-l)pi  V/j 

7npk-\-{mp—  1)5-, 
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y  los  únicos  términos  divisibles  por  p  que  contiene,  son 

(3)         mpk,     p{?nk  +  h),     p{7nk-{-2^) p[mk-\-{m-\)h], 

cuyos  cocientes  respectivos  por  p, 

mk,     mk  +  0,     mk  -\  1^,      .  .  . ,     mk  +  (ni  —  1 )  §, 

fornian  otra  progresión  aritmética  cuyo  número  de  términos  m 
es  por  hipótesis  primo  con  la  diferencia  S.  Podemos,  por  lo 
tanto,  aplicar  el  Teorema  I  para  hallar  la  suma  de  los  términos 
de  esta  progresión  que  son  primos  con  m  =  n  :p,  y  obtendremos 
para  esta  suma 

a^m  (2í: + 8) = ("'P^n-^-p)  (2/,+ s). 

Y,  evidentemente,  el  producto  de  este  valor  por  p  es  la  suma 
de  los  términos  de  la  progresión  (3)  que  tienen  con  n  el  má- 
ximo común  divisor  p,  ó  lo  que  es  lo  mismo,  la  suma  de  los 
términos  de  la  primera  de  las  progresiones  (2)  que  tienen 
con  n  el  máximo  comun  divisor  p,  es 

^  (n^£)|^n^  ^2A- +  5)  =  ílí|l£)  (2i  +  S). 

Repitiendo  el  razonamiento  en  la  {j-{-  l)ésima  ^q  j^s  progre- 
siones  (2)  se  tiene  para  la  suma  respectiva 

Y,  la  suma  buscada  tiene  por  valor  la  suma  de  los  corres- 
pondientes  á  las  h  progresiones  (2),  esto  es: 

2  ^?i^  [2  (k  +fi)  +  8]  =  i3^  (1k  +  B,  /,, 

que  es  el  que  liabiamos  dado  en  el  enunciado. 

En  particular,  para  la  serie  natural,  se  deduce  que:  la  suma 
de  los  números  que  tienen  un  máximo  común  divisor  p  con 
otro  n,  y  estan  comprendidos  entre  dos  múltiplos  cualesquiera  nk 
y  n  {k-\-  h)  de  n,  es, 
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Obítennción.  —  Si  n:p  —  9n  fiiese  el  producto  íle  /  faclorcs, 
nii,  ?//2,  .  .  .,  ?n,-,  primos  dos  á  dos  puede  hacerse  análoga  obser- 
vación  á  la  dei  caso  anterior,  puesto  que,  designando  por  vS„  la 
suma  citada  en  el  Teorema  II  y  por  S,,,,,  S„,2,  . . .,  S„,.,  las  que 
tiene  la  misma  significación  respecto  de  las  progresiones 

...,     pmjk,     p??;/í+^,     p}njk-\-2^,     ...;     (j^=\,2,...,r); 

se  tiene 

wzcp  (m)                         imvh2 . ..  ?n,.cp  (»íi)  ^p  (wV) , ..  cp  (m,) 
Sn=p-~—{"K-fno)/i=p t> {2li-\-ho)h 

1         2         \ ''-^       wicp(»?i),^,  ,,.,,,        mi':,(m-i)  ..  ,  ,., , 
=  (m2Í+7-p)      x;,-^'(2H/«)/,x^™f-(H/-5)/,x.  .. 


CIRCULAIREO 


Au  5ènie  Congiès  inteinational  des  Mathématiciens,  à  Cambridge,  il 
fut  décidé  que  le  6''ii'e  Congiès  se  léunirait  en  1916  à  Stockholm.  Sa  Mà- 
jesté  le  Roi  Uustave  V  fit  aunoucer,  à  cette  occasion,  qu'il  serait  disposé 
à  inettre  ce  Coiigiès  sous  sou  haut  patronage. 

En  outre,  sa  Majesté  a  résolu  dhonorer,  par  une  médaille  d'or  portant 
rimage  de  Karl  Weierstrasse  et  par  une  somme  d'argent  de  3000  cou- 
ronnes,  quelque  importante  découverte  dans  le  domaine  de  la  théorie  des 
fonctions  analytiques. 

Ceux  qui  désireront  concourir  pour  ce  prix  devront  envoyer  leurs  ma- 
nuscrita au  rédacteur  en-chef  des  Ada  Malhematica  avant  le  31  octobre 
1915,  ccntenaire  de  la  naissance  de  Karl  Weierstrasse.  Les  mémoires,  qui 
pourront  traiter  un  sujet  se  rapportant  soit  à  la  théorie  générale  des  fonc- 
tions analytiques  soit  à  la  théorie  d'une  classe  importante  des  fonctions 
particulières,  devront  porter  une  eprigraphe  et  être  accompagnés  du  noin 
et  de  Tadresse  de  Tauteur,  indiques  ouvertement  ou  sous  pli  cacheté.  lis 
ne  devront  point  avoir  été  publiés  antérieurement. 

Sa  Majesté  a  décidé  qu'un  rapport  sur  la  valeur  scientifique  des  mé- 
moires envoyés  pour  répondre  à  la  question  mise  au  concours  doit  être 
presente  à  Sa  Majesté  par  les  membres  de  la  première  classe  de  TAcadémie 
des  Sciences  de  Suède.  Ces  membres  sont  actuellement:  MM.  Mittag- 
Leftler,  Falk,  Phragmén,  Wiman,  Bendixson  et  von  Koch.  Aux  dits  mem- 
bres será  encore  associe  M.  Fredholm. 

Le  mémoire  couronné  ainsi  que  les  mémoires  qui  pourraient  être  jugés 
dignes  d'être  signalés  comme  particulièrement  remarquables  seront  im- 
primes dans  les  Acta  Mathematica.  lis  ne  devront  pas  être  autrement  rendu 
pubiics  antérieurement, 

Les  autres  mémoires  seront  renvoyés  à  Tadresse  que  Tauteur  aura  in- 
diquée  dans  ce  but. 

Les  mémoires  pourront  être  écrits  en  allemand,  en  anglais  ou  en  fran- 
cais,  au  choix  de  Tauteur. 


(I)   Cette  circulaire  nous  a  été  envoyée  par  M.  Mittag-Leffler  avec  la  prière  de 
1'insérer  en  ces  Annaes. 
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